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Capitulo 1

LEYES 0 — 1.
CONVERGENCIA DE
SERIES DE VV.AA.

1.1. Ley 0 —1 de Kolmogorov

Definicién 1.1.1. Sean {X1, X5, -}, una sucesion de variables aleatorias
(vv.aa.), y sea F, la o-dlgebra generada por las variables {X i @ k =
0,1,---}, es decir, F, = o{Xn, Xpi1, - }. La o-dlgebra Foo = M2 F,
se llama la o-algebra cola de la sucesion de vv.aa. {X,}. Un evento A € Fy
se llama evento cola, y st X es una v.a. Fo-medible, entonces diremos que
X es una funcion cola con respecto a {X,}.

Observacion 1.1.2. Intuitivamente, un evento (o funcion) cola es aquel
cuya ocurrencia 0 mo ocurrencia no varia con ningun cambio finito de las
X,’s, es decir, no depende de ningun numero finito de sus “coordenadas”X;’s.

Ejemplo 1.1.0.1.

(a) Sea {B,} una sucesion de borelianos de R. Entonces

A = limsup[X,, € B,]

n—oo

es un evento cola. En efecto, note que

A= (UX, X, € B,]) € Fr VkeN.
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Entonces A € NP2 Fr = Foo, €s decir A es evento cola. De aqui se sigue que
B :=liminf,_,[X, € B,] es también un evento cola.

(b) Las vv.aa. limsup,, ., X, y liminf, ,. X, son funciones cola. En efecto,

limsup X,, = inf sup X,, = inf sup X,, Vk €N,
n—o0 meN n>m m>k n>m

de donde limsup,,_, ., X,, es Fi-medible para todo k € N. Entonceslimsup,,_, . X,
es NP2 Fr = Foo-medible.

(c) Sea A:={w € Q: eziste 1im,_,o X,(w) € R}.

Lema 1.1.3. (Teorema de aproximacién.) Sean (2, F,P) un espacio de pro-
babilidad, Fy una algebra de subconjuntos de Q tal que F = o(Fy) y p una
medida o-finita sobre Fy, es decir, existe una sucesion {C,} de subconjuntos
de 2 elementos de Fy satisfaciendo:

(CL) 0= U;L.OZIOH;
(b) 1(C) < oo para todo n € N.

Entonces Ve > 0, y VA € F, con u(A) < oo, B € Fy tal que u(AAB) < e.

Dem.

Parte I. En esta parte supondremos que (€2, F,[P) es un espacio de me-
dida finito. En esta parte demostraremos que: Ve > 0, y VA € F, 3B € F
tal que p(AAB) < ¢, donde AAB es la diferencia simétrica entre A y B,
definido por AAB:=A— BUB — A.

Definimos

H:={A € F:Ve>03B € F tal que u(AAB) < ¢}.

Afirmamos que H es una o-algebra sobre 2. Claramente Fy C €2 C F, de
donde 2 € Fy implica necesariamente que 2 € H, ademads, como AAB =
CAACB, se sigue que H es cerrado bajo complementacion. Resta probar que
‘H es cerrado bajo uniones numerables.

Sea {4, } una sucesién de conjuntos elementos de la familia H. Definamos
A = U, A,. Dado € > 0 arbitrario, como p es medida finita, y u(A) =
1y o0 t(UN_ A,,), existe Ny € N tal u(A — (UN2, A,,)) < £/2. De aqui para
cadan =1,---, Ny existe B,, € Fy tal que u(A,AB,) < e/(2Ny). Definamos
B = Uffian € Fy. Entonces
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WAAB) < p(AA(URL An)) + (U2 An) A(URL, B))

No
< €/2+ ) u(A.AB,)

n=1
No

< /24 g/(2Ny) =e.
n=1

Luego A = U2 | A, € H. Asi H es una o-algebra que contiene a la algebra
Fo v esta contenida en la o-dlgebra F, de donde o(Fy) = F C H C F, o sea
‘H = F, probandose la primera parte.
Parte II. Supongamos ahora que u es o-finita sobre Fy, es decir, existe una
sucesién {C,,} de subconjuntos de 2 elementos de la dlgebra Fy satisfaciendo
los incisos (a) y (b) del enunciado de éste lema. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que {C,} es sucesién creciente. Luego, dado ¢ > 0, A € F
con p(A) < oo, de donde pu(A) = lim, oo p(ANC,), vy asi existe Ny € N tal
que
w(A) — u(ANCy,) < e/2. (1.1.1)

Definimos la medida finita v : F — [0, 00), por v(D) = u(DNCy,) para cada
D € F. Por la parte I, existe B € Fy tal que v(AAB) = u((AAB) N Cly,) <
£/2 que junto a (1.1.1), definiendo By := BN Cy, € Fo, se tiene

AABy) < p(AA(AN COny)) + p((AN Cny)A(B N Oy )
e/2+ u((AAB) N C,)

ef2+¢e/2=¢.

VAN VANRVAN

Esto prueba el lema. m

Observacién 1.1.4. Aplicacién. Sea {X,,} una sucesién de vv.aa. y sea
Fo = U2 ,0(Xy, -, X,). Claramente Fy es una algebra de subconjuntos
de Q. Definimos F; := o(X3, Xo,---). Entonces F; = o(Fp). Por el Lema
1.1.3 para cada ¢ > 0 y para cada A € Fj existe n € N, y ademas B €
(X1, -, X,) tal que P(AAB) < e.

Teorema 1.1.5. Ley 0 — 1 de Kolmogorov Sean X, Xs,---, vv.aa. in-
dependientes y F., la correspondiente o-algebra cola. Entonces cualquier
evento cola A € F, tiene probabilidad 0 6 1. Ademas, cualquier funcién cola
es constante.
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Dem. Sea A € F,, evento cola. A grandes rasgos, la idea de la demos-
tracién consiste en probar que A es independiente de si mismo, en cuyo caso,
P(A) =P(AN A) =P(A)? de donde P(A) = 0, 6 bien P(A) = 1.

Usando la notacién de la observaciéon 1.1.4, tenemos que si A € F.,
entonces A € F; (pues Fo C F1). Por el lema 1.1.3, existen {B,} conjuntos
tales que B, € o(Xy, -, Xy,), con {N,} sucesién creciente de nimeros
naturales divergentes al +o00, tal que P(AAB,,) — 0 cuando n — oc.

Como P(AAB,) =P(A—ANB,)+P(B,— AN B,), se sigue de aqui que

P(AN B,) = P(A), y P(B,) — P(A) cuando n — oo. (1.1.2)

Por otro lado, como A € Fyn, 11 = 0(Xn,+1, XN, 12, -+ ),y en consecuencia, A
y B, son independientes. De los limites en (1.1.2), P(ANB,,) = P(A)P(B,) —
P(A)? = P(A), de donde P(A) =0 6 P(A) = 1.

Finalmente, sea ¢ : £ — R una funcion cola. Entonces para toda ¢ € R,
A, :=[g < ¢] € Fx. Por la primera parte P(A.) = 0 6 P(A.) = 1. Definamos
ahora

k:=sup{ceR:P(g < c)=0}.

Como [g < k] = U2 ,[g < ¢], donde ¢, 1 k, se sigue inmediatamente que
P(g < k) = 0. De la definicién de k se tiene que P(g < k + 1/n) = 1 para
cada n. Poniendo C,, ;== [k < g <k+1/n]=[g < k+1/n] —[g < k], se tiene
que P(C,,) = 1, con C,, es sucesién decreciente tal que C,, | [¢ = k], por lo
tanto

P(g = k) = lim P(C,) = 1.

n—oo

Observacion 1.1.6. La ley 0—1 de Kolmogorov tiene consecuencias muy in-
teresantes. Por ejemplo se sigue que si X1, Xo,--- son vv.aa. independientes,
entonces

]P’(Z X,, converge ) =0 ¢ 1;

n=1

P(lim X,, existe ) =0 ¢ 1.

n—oo
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1.2. Ley 0 —1 de Hewitt-Savage

Definicién 1.2.1. Sean X, Xo, -+ w.aa., F, = 0(Xp, Xpy1,--+), n € N.
Claramente, un evento A € Fy es de la forma

(X1, Xa,---) € A"l con A" € (B(R))>® =: B®.

Decimos que A es un evento simétrico si para cualquier permutacion T :
{1,2,---} = {T(1),T(2),---} que permuta sdlo un nimero finito de coorde-
nadas, se satisface que A = A(T), donde A(T) := [(Xrqy, Xr@), ) € A'].
En otras palabras, A € F; es un evento simétrico si y solo si la ocurrencia
o no ocurrencia de A no se altera por una permutacion de un niumero finito
de las X;’s.

Observacién 1.2.2. Dado n € N, sea ¢, : 2 — R* la aplicacion ¢, (w) =
(Xn(w), Xni1(w), - +) € R™® es una funcidn medible de (Q, F) en (R, B>),
donde B> es la o-dlgebra de Borel del espacio topoldgico producro R*>. Asi,
Fn =0(n) = ¢, (BX).

Consideremos una permutacion T : {1,2,---} — {T(1),T7(2),---} que
permuta solo un numero finito de coordenadas, y sea el homeomorfismo o :
R* — R>™, con pr(r1,22, ) = (Tra), ¥re), ). Entonces A € Fy es
evento simétrico si y solo si existe A" € B> tal que

A=Y (A) = (orop) YA para toda permutacion T. (1.2.1)

Denotemos por Sym el conjunto de todos los eventos A € Fy simétricos. Por
(1.2.1) se tiene que Sym es una subsigma-dlgebra de Fy. De aqui, por la
proposicion 1.2.3 abajo

Foo C Sym C Fi.

Proposicion 1.2.3. Cualquier evento cola es simétrico. El reciproco es falso.

Dem. Sea A un evento cola y sea T' una permutacién que permuta sélo
las primeras n coordenadas. Puesto que A € F, ;1 podemos escribir A en la
forma [(X,41, Xpi2, -+ ) € Apq1], por lo tanto

A=[(X1, Xg,--+) € R" x Appi] = [(Xr), X7y, -+ +) € R" X Ay,

pues T'(k) = k para todo k > n.

El reciproco es falso. Por ejemplo A = {X,, = 0 para todo n } € Fj es un
evento simétrico pero no es un evento cola porque A ¢ F, para todo n > 1.
(Recuérdese que, intuitivamente, un evento cola es un evento cuya ocurrencia
0 no ocurrencia no se afecta cambiando un nimero finito de las X,,’s). =
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Teorema 1.2.4. (Ley 0—1 de Hewitt-Savage). Sean X;, Xy, - - - vv.aa.ii.d.

Si A € F es un evento simétrico, entonces P(A) = 0 6 bien P(A) = 1.

Dem. Por el teorema de aproximacién (lema 1.1.3), existen A,, € o(X7,---

tales que P(AAA,) — 0 cuando n — oo. Similarmente a como se hizo en
(1.1.2),

P(ANA,) — P(A4), y P(A,) — P(A) cuando n — oc. (1.2.2)
También, A, se puede escribir como
A, =[(Xy,--, X,) € By, B, e B" Vn,

donde B™ = B(R™). Por hipétesis, X (1) = (X7rqa), Xr(2), - -) tiene la misma
distribucién que X = (X, Xs,--+), v, en consecuencia,

P(A)=P(X € A") =P(X(T) € A").

Puesto que la segunda igualdad se cumple para todo A’ € B>, tenemos
que

P([X(T) € A|A[X(T) € B,}) =P([X € A'lA[X € B,)). (1.2.3)

Sea T la permutacién que manda (1,2,--- ,2n)en (2n,2n—1,--- 1)y T(k) =
k para todo k > 2n, y sea

A(T), :=[X(T) € B,] = [(Xon, Xon-1, -+, Xnt1) € By).

Los eventos A(T), y A, tienen la misma distribucién. Por (1.2.3), y por
simetria, con A" tal que A =[X € A'| = [X(T) € A,

P(AAA(T),) =P(AAA,) — 0, (1.2.4)
de donde semejante a lo expuesto en (1.2.2)

P(A,) — P(A), y  P(A(T),) — P(A) cuando n — oo. (1.2.5)

, Xn)

Ahora bien, como A,AA(T),, C (AAA(T),)U(AAA,), entonces P(A,AA(T),) —

0 por (1.2.4), y puesto que ambas P(A,) y P(A(T),) convergen a P(A), se
sigue que
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lfim P(A,AA(T),) = Um[P(A,) + P(A(T),) — 2P(A, N A(T),)]
— 9P(A) — 2limP(A, N A(T),).

Luego P(A, N A(T),) — P(A), pero A,, y A(T),, son independientes, de
modo que, usando (1.2.5),

P(A, NA(T),) = P(A,)P(A(T),) — P(A)?,
por lo que P(A) =P(A4)?, ie,, P(A)=06P(A)=1. u

1.3. Convergencia de series de variables alea-
torias

En las leyes de los grandes nimeros se estudia la convergencia de ciertos
tipos de sucesiones de vv.aa. Ahora deseamos ahondar un poco més en el es-
tudio de la convergencia de vv.aa. independientes. El resultado fuerte de este
capitulo es el célebre teorema de las tres series debido a Kolmogorov, el cual
proporciona condiciones necesarias y suficientes de convergencia. Antes pro-
porcionamos el siguiente lema, al que conviene comparar con la desigualdad
de Kolmogorov.

Lema 1.3.1. Sean Xy,---, X, vv.aa. independientes con media cero y tales
que | X;| < C c.p.1., para todo j =1,---  n. Entonces para cualquier € > 0,
. (e+ O)?
P Si|l>e)>1— ———. 1.3.1
(1%3%1‘ il >e) =z Var(S,,) ( )

Por cierto, note que la condicion | X;| < C implica que Var(X;) < oo.

Dem.
La demostracion es igual a la dada en la desigualdad de Kolmogorov.
Definimos los eventos

A = [mix |5;] > ],

A =[5 <e, para 0<j<k—1 'y |Sk>¢], Vk=1,---,n,
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donde previamente hemos definido Sy = 0. Los eventos Ay son ajenos a pares
y claramente A = U}_; A;. Entonces vale

E(S21x) = > E(Sila,)
k=1

= Y E{(S+ (S~ S0)La)

k=1
= Y E(Sila) + > B{(Sn — S)*La} +2) E{Sila,(Sn — Si)},
k=1 k=1 k=1

en donde por las hipotesis del lema, el iltimo término es cero. Ahora bien,
sobre Ay, se tiene que |Sk_1| < ey, por lo tanto, |Sk| < |Sk_1|+|Xk| <e+C
c.p.l. en Ay. Luego, puesto que 14, y S, — Sk son independientes,

E(S214) < (e+C)° Y P(A)+ Y P(Ay) Y Var(X))

j=k+1
< ((e+ O)*+ Var(S,))P(A), (1.3.2)
pues > 7, ., Var(X;) < >0, Var(X;) = Var(S,).
Por otro lado,
E(S214) = E(S,)* —E(S1a
> Var(S,) — 2P(A°)
= Var(S,) —&* + ’P(A). (1.3.3)

Finamelnte, comparando (1.3.2) y (1.3.3), obtenemos que
P(A)((e + C)* + Var(S,) — €%) > Var(S,) — 2
de donde

(e+C)? (e+C)°
PA) 21 o Ve 2 2 (Var(s,)

lo cual implica la desigualdad deseada. =m

Observacion 1.3.2. En un teorema del curso pasado vimos que si X1, Xo, -+,
son vv.aa. independientes en L* tales que Y- Var(X,,) converge, entonces
la serie Y (X, —EX,) converge c.p.1. Este resultado se puede completar
como Sigue:
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Teorema 1.3.3. Sean X1, X5, -+, vv.aa. independientes con media cero y
uniformemente acotadas, es decir, tales que existe una constante C' con | X;| <
C c.p.1. para todo i = 1,2,---. Entonces la serie Y - Var(X,,) converge si
y solo si Yy > | X, converge c.p.1.

Dem. La necesidad se sigue del teorema mencionado en la observacion
precedente 1.3.2.

Ahora supongamos que y -, X, converge c.p.l., y sea S, = X7 + Xo +
-+ X,,n=1,2---. Entonces la sucesién {S,} es de Cauchy c.p.1., i.e.

m>éOX|SN+i —Sy| =0 c.p.l. cuando N — oc;
1=

en particular, se tiene la convergencia en probabilidad (recordemos que con-
vergencia c.p.1. implica convergencia en probabilidad): para cualquier & > 0,

]\}I_I};OP( 2Zab}clé’A/Jﬂ- — Sn| >¢€) =0.

Fijemos N tal que ésta probabilidad es menor o igual a 1/2. Por el lema
1.3.1, para cada n € N,

(e+C)?
Z?S\?H Var(X;)

‘ _ > ‘ L >1_
]P(IEIZ&OX|SN+1 SN| > 8) e P(()Iél%);lSN+l SN| > 8) >1

Si suponemos que la serie de las varianzas no converge, entonces el lado
derecho de la ultima desigualdad tiende a 1 cuando n — oo, lo cual constituye
una contradiccion. m

Ejemplo 1.3.4. Continuacién del problema de los signos aleatorios

En el curso precedente, vimos que si > -, a2 < oo, entonces la serie con sig-
nos aleatorios > >~ | a,Y, converge c.p.1., en donde Y3, Y3, - - , son variables
i.i.d. con ]

B(Y, = 1) = P(Y, = 1) = -.

Reciprocamente, si > - | a,Y, converge c.p.l., entonces a, — 0, y por lo
tanto, la sucesién {a,} es acotada. Luego, por el teorema 1.3.3, se sigue

inmediatamente que Y>>, Var(a,Y;) = > -, a2 converge.

En el siguiente teorema eliminaremos la hipotesis del teorema 1.3.3, de
que las variables tienen media cero.
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Teorema 1.3.5. Sean X, Xo, -+, vv.aa. independientes uniformemente aco-
tadas, digamos | X;| < C c.p.1., parai=1,2,---. Entonces la serie Y o, X},
converge c.p.1. si y solo si las series Y oo, Var(Xg) y > o EXy convergen
(enR).

Dem. (Suficiencia.) Puesto que X — EX} son variables independien-
tes con media cero y uniformemente acotadas, se sigue ( de la observacién
1.3.2 6 de ) teorema 1.3.3 que la serie y - (X — EX}) converge c.p.1l.,
pues Y o, Var(Xy) converge. Luego, si Y .- EX} converge, concluimos que
> pey Xj converge c.p.l.

(Necesidad.) Supongamos ahora que Y .-, X converge c.p.l., y consi-
deramos una nueva sucesioén {Y; } de vv.aa. (un teorema debido a Kolmogorov
garantiza su existencia), tales que Xi,Y}, X, Ys, -+, son independientes y
para cada k, Y} tiene la misma distribucién que X,. Entonces las variables
X — Y} tienen media cero y variancias

Var(Xk — Yk) = Var(Xk) + Var(Yk) = 2Var(Xk)

Puesto que Y-, X}, converge c.p.1., laserie >~ | Y} también converge c.p.1.
y por lo tanto Y .- (Xy — Y}) converge c.p.l. Luego, del teorema 1.3.3 se
sigue que

Z Var(X,) = Z Var(X, — Y;) <

De nuevo por el teorema 1.3.3 aphcado a la serie de vv.aa. con media cero
de término general X — EX}, se tiene necesariamente que Y - (X —EXy)
converge c.p.1., y en consecuencia Y -, EX} converge. m

1.4. Teorema de las tres series de Kolmogo-
rov

Recordemos los lemas de Borel-Cantelli.

Lema 1.4.1. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, {A,} sucesion de
eventos.

(i) Primer lema de Borel-Cantelli. Siy .~ P(A,) < oo, entonces

P(limsup A,,) =0

n—00
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(ii) Segundo lema de Borel-Cantelli. Si {A,} son eventos independientes y
> [ P(A,) = oo, entonces

n=1

P(limsup 4,,) = 1.

n—o0

(11°) El sequndo lema de Borel-Cantelli equivale: St {A,} son eventos inde-
pendientes y P(limsup,,_,. A,) < 1, entonces Y .- P(A,) < oo.

Proporcionamos el siguiente criterio general de convergencia de series de
vv.aa. independientes.

Teorema 1.4.2. (Teorema de las tres series de Kolmogorov). Sean
X1, Xo, -+, vv.aa. independientes. Si M > 0 definimos las variables trunca-
das

X

J

Xj si |X]| SM
= 0 silX;|> M.

(a) Si Z;; X; converge c.p.1., entonces para cualquier M > 0, las tres
series

Y P(X; £ X)), > Var(X;), y ) EX,
=1 j=1 j=1
convergen (en R).

(b) Si para algin M > 0 , estas tres series convergen, entonces » >~ X
converge c.p.1.

Dem. (a) Si » 77, X; converge c.p.l., entonces X; — 0 c.p.l. cuando
7 — o0. Por lo tanto, para cualquier M > 0, vale

[X; = 0] € Hmnf[|1X] < M) = Uy_y %2 (1] < M),

Jj—o0
lo que implica que P(liminf;,[|X;| < M]) = 1, equivalentemente, como
[1X5] > M] = [X; # Xj],

P(limsup||X;| > M]) = P(limsup[X; # X,]) = 0. (1.4.1)

J—00 J—00

Luego, por el segundo lema de Borel-Cantelli, Z;’ilP(Xj # X,) < oo. La
convergencia de las otras dos series se sigue del teorema 1.3.5.
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(b) Si las series » ™~  Var(X ;) y D% el EX; convergen para algtin M > 0,
entonces una vez mas por el teorema 1.3.5 se tiene que ) 7, X converge
c.p.1. Ahora, por hipétesis, > 72 P(X; # X;) < oo. Por el primer lema
de Borel-Cantelli, se tiene que vale la relaciéon (1.4.1), o equivalentemente
P(liminf; ,[|X;] < M]) = 1. Asi, dado w € ' := liminf, ,[|X;| < M]N
Do X, converge] (note que P(Q') = 1) existe N = N(w) € N tal que

[ Xj(w)| <M Vj=N,

0 sea o
Xj(w) =Xj(w) Vj=>N,
de donde
N-1 [e%s) N—-1 [ee)
ZX X))+ Xjw) =) Xjw+ > X;w) eR.
j=1 j=N j=1 =N

Por lo tanto, > 7%, X converge c.p.1. m
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1.5. Ejercicios

1. Si X es una v.a. no-negativa, pruebe que
Y P(X>n)<EX <1+ ) P(X >n).
n=1 n=1
De aqui pruebe que EX < oo siy sélosi d - P(X >n) < .
2. Sean X, X, -+, v.a. ii.d. de Bernoulli, con

P(Xy=k) = p sik=1
= 1-p sik=—-1. 0<p<1l,p#1/2.

Demuestre que P(S,, # 0 para casi todo n) = 1, en donde S,, = X; +
Xo+ -+ X,

3. Sean X1, Xy, -+ v.a.ii.d. con media pu finita. Demuestre que para cual-
quier funcién f: R — R, f € C(R) se tiene

f(Sp/n) — f(p) c.p.l.yen L.

4. Sean X1, X, -+ v.a. i.i.d. con media cero y varianza o? finita. Demues-
tre que
_ O 1
Jrlog(n) — c.p.1.
5. Sea X7, X, -+ una sucesiéon de v.a. Pruebe que es de Cauchy c.p.1. si
y sélo si
lim P(U75_,,[|X; — Xi| >6]) =0 Vo> 0.

m—00



Capitulo 2

CONVERGENCIA EN
DISTRIBUCION

En el curso precedente y en el capitulo precedente consideramos varios
tipos de convergencia de sucesiones de vv.aa. Ahora estudiaremos el concep-
to de convergencia en distribucion, el cual es uno de las convergencias mas
importantes en la teoria de probabilidad. Muchos de los resultados de mayor
interés en probabilidad y estadistica matematica, asi como en sus aplicacio-
nes se refieren a este tipo de convergencia. Este capitulo esta basado en la
bibliografia bésica sobre el tema (ver, por ejemplo, [1, 3, 11, 12]).

2.1. Convergencia débil de medidas de pro-
babilidad

En esta seccién supondremos que nuestro espacio medible (€2, F) consiste
en un espacio métrico €2, con métrica p, y F = B()) es la o-dlgebra de los
conjuntos de Borel de €2, es decir, F es la o-dlgebra generada por los conjuntos
abiertos (o equivalentemente, los conjuntos cerrados) de €. Denotaremos por
Cy(Q) el espacio vectorial normado de todas las funciones continuas acotadas
f:Q =R, con la norma || f|| := sup,cq | f(2)].

Definicién 2.1.1. Sean P, Py, Py, - - medidas de probabilidad sobre (2, F).

Decimos que {P,} converge débilmente a P (" en cuyo caso escribimos

14
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P, % P) si se satisface que

/f dP, — / f dP cuando n — 00 (2.1.1)
Q Q

para toda funcion [ € Cy(Q).

En el teorema siguiente caracterizamos la convergencia débil de medidas
de probabilidad en términos de convergencia sobre conjuntos, para el cual
introducimos el concepto de conjunto P-continuo:

Definicién 2.1.2. Decimos que A € F es un conjunto P-continuo si P(FrA) =
0, donde FrA es la frontera del conjunto A.

El siguiente teorema proporciona condiciones equivalentes fundamentales
para la convergencia débil de medidas de probabilidad.

Teorema 2.1.3. (Teorema de Portmanteau.) Las siguientes proposicio-
nes son equivalentes:

a]P’—HP’

()
(b) limsup,,_,., P,(F) < P(F) para todo conjunto cerrado F' de ;
(c) liminf, . P,(G) > P(G) para todo conjunto abierto G de §2;

(d) lim,,_o P,(A) = P(A) para todo conjuto Borel P-continuo A de €.

Dem. (a) = (b): Sea F un conjunto cerrado y denotamos por F?, con
0 > 0, a la d-vecindad de F', a saber, el conjunto abierto que contiene a F,

F={zecQ:p(x F) <}
Sea € > 0 arbitrario. Puesto que F° | F cuando d | 0, existe § > 0 tal que
P(F?) < P(F) + ¢
Consideremos ahora la funcién ¢ : R — R definido como

o(t) = 1 si t<0,
= 1—t si 0<t<1,
= 0 si t>1,

y definamos f : Q — R por f(z) := ¢(p(x, F)/)). Entonces f es continua y
acotada, i.e., f € Cp(Q2). Ademas,
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(i) f(z)=1<=p(x,F)=0<=z € F;

(i) f(z) =0<= p(z,F) > 6 <=z & F?;
También vale la implicacion:

(iii) z € F* — F = f(x) =1—p(x, F)/d.

En todo caso, de (i),(ii) y (iii), se tiene que 0 < f(x) < 1 para todo x € Q.
Ademés, de (i), si Ir es la funcién indicadora del cerrado F', vemos que
Ir(x) < f(z) para todo x € Q. Luego

]P’n(F)g/dePn Vn € N.
Q

Por otro lado, claramente de (ii), f(z) < Ips(x) para cada x € 2, lo que
implica

/deP’:/ dP < P(F°) < P(F) +e.
Q Fé

Finalmente, puesto que f € Cy(Q) y P, 4, P, se sigue que

n—00 n—00

limsupP,(F) < lim [ fdP, = / fdP <P(F) +e.
Q Q

Puesto que € > 0 es arbitrario, la dltima desigualdad prueba (b).
(b) <= (c): Si (b) se cumple, entonces para cualquier abierto G,

P(G) = 1-P(G° <1—limsup,_, . P,(G°)
= liminf, , P,(G),
lo cual prueba (c). Un argumento similar prueba que (c) implica (b).
(c) = (d): Para cualquier A € F,

P(A) lim sup,,_, . Pn(
lim sup,,_, ., Pn(
liminf, ., P, (A
liminf,, ., P, (A
P(A°),

)
A)

O ~—

)

VIV IV IV IV
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en donde A y A° denotan la adherencia y el interior de A, respectivamente.
Por 1ltimo, si A es un conjunto P-continuo , entonces

0=P(FrA) = P(A — A°) = P(A) — P(A°),
y por lo tanto, de las desigualdades precedentes se sigue (d).

(d) = (a): Supongamos ahora que (d) se cumple; deseamos probar (2.1.1)
para cualquier f € Cy(£2).

Sea f € Cp(R), y sean «a, 8 nimeros reales tales que o < f(z) < f para
todo x € Q. El conjunto de todos los 7 tales que P(x : f(z) =v) >0esalo
mas numerable. Dado € > 0, tomense nimeros «; tales que a = ay < a3 <

- < ag = [, con

a—ag<e y Pl f(r)=«q)=0.
Si z es un punto frontera del conjunto del conjunto
A ={reQ:a;1 < f(zx) <},
entonces f(2) = a; 6 f(2) = ai1. En efecto, f~' (i1, 04)) C A C
f_l([Oél',l,Oéi]), de donde FI'Al = A,L — AS C f_l([()éifl,()éi] - (()éi,l,Oéi)) =
F Y H{aii HUf({as}), y por lo tanto, P(Frd;) < P(x: f(z) = 1) +P(x
f(z) = ;) = 0, por lo tanto, P(FrA4;) = 0, de donde A; es P-continuo pa-

ra todo ¢ = 1,--- , k. Ademas, los A; son eventos ajenos a pares tales que
QO =UF A, v se tiene que

Zaz (P /deP <ZaP

asi como
ZOQ 1P(A /fd]P’<ZOzl

Combinando estas desigualdades y usando el hecho de que P,,(A4;) — P(4;)
cuando n — 0o, vemos que

k k
—Z(ai—ai,l)P <hmsup/fd]P’ —/deP’ Z i —a;_1)P(A),

n—o0
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as{ como
k

k
Q Q i=1

- n—00
=1

de manera que

—eglimsup/deP’n—/deP’ge;
Q Q

n—o0

—eglfminf/fd]P)n—/deP’ge;
Q

n—0o0

Q
de aqui se sigue inmediatamente (a). =

Ejemplo 2.1.4. Sean x,x1, 9, - - , puntos en el espacio métrico 2, y O, Ozyy Onyy - - -

las correspondientes medidas de Dirac: para B € B({),

0.(B) == 1 si x€B,
= 0 si v¢B.

Entonces 6, 5, sia, = en (Q, p), porque

/Q [ ds,, = flza) = /Q f ds, = f(x)

para todo f € Cy(Y). Por el teorema de Portmanteau 2.1.3, 6., (A) — 6,(A)
para todo A € B(§2) boreliano P-continuo. Sin embargo, si A € B(2) es ar-

bitrario, entonces 0y, 4 5, no implica necesariamente que 0z, (A) = 6,(A).

En efecto, considere Q =R, x,, | ©, A = (—o0, x|, entonces d,,(A) =0 —»
0:(A) = 1. Esto también ilustra que 0, N 0, nmo implica que fo do,, =
flz,) — fQ fdé, = f(x) si f no es continua aunque f sea medible y acotada,
por ejemplo tome f = I, con A= (—o0,x].

2.2. Unicidad del limite en la convergencia
débil

Consideremos el siguiente resultado, el cual es una consecuencia del teo-
rema de las clases de Dynkin (ver, por ejemplo, [4, teorema 1.6.2]).



CAPITULO 2. CONVERGENCIA EN DISTRIBUCION 19

Teorema 2.2.1. Sean (2, F) un espacio medible, C una subcoleccion de
tal que satisface las siguientes condiciones

(a) Si A, B € C entonces AN B € C;
(b) F=0o(C).

Si P,Q son dos medidas de probabilidad tal que P(C) = Q(C) para todo
C € C. Entonces P(F) = Q(F) para todo F € F.

Corolario 2.2.1. Supongamos que (2, p) es un espacio métrico, F := B({2)
la o-dlgebra de Borel de 2, P, Q dos medidas de probabilidad sobre (€2, F).
Consideremos ademas C la coleccion de todos los abiertos de £ ¢ la coleccion
de todos los cerrados de ). Entonces:

(a) Si P(F) = Q(F) para todo cerrado F de ), entonces P = Q sobre
F = B(Q).

(b) Si P(G) = Q(G) para todo abierto G de ), entonces P = Q sobre
F = B(Q).

Observacion 2.2.2. El corolario precedente afirma que toda medida de pro-
babilidad P sobre un espacio métrico (2, p) estd determinada por sus valores
P(F) sobre conjuntos cerrados F' (o de P(G) sobre los abiertos G). En el si-
gquiente teorema se asequra que P también queda completamente determinada
por sus valores integrales [, f dP para todo f € Cy(S2).

Teorema 2.2.3. Sea (€, p) un espacio métrico, P,Q dos probabilidades sobre
(Q,F), con F = B(Q) la o-dlgebra de Borel de Q. Supongamos que vale

/Qfle’:/QfdQ Vf € Cy(Q),

entonces P = Q sobre F.

Dem. Por el corolario 2.2.1, basta probar que P(F) = Q(F) para cual-
quier cerrado F' de €). Para ello consideramos la funciéon ¢ : R — R definida
en la demostracion del teorema 2.1.3:

o) = 1 si t<0,

= 1—t si 0<t<1,
=0 si t>1,
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y para cada n € N definamos f, : 2 > R

fn(x) == ¢(np(x, F)) Vo €.

Notemos que {f,} es una sucesién decreciente de funciones continuas y aco-
tadas en Cy(Q2) tal que

lim f,(z) = Ip(z), y 0< fu(z) <1 Vo € Q.

n—o0

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se sigue de aqui que

P(F) = lim [ f, dP= lim /Q fu dQ = Q(F).

n—oo 0

Corolario 2.2.2. Sean (2, p) espacio métrico, P,Q, Py, Py, -+ medidas de

probabilidad sobre (2, B(2)). Si P, 4, P,y P, 4, Q, entoces P = Q. En
otras palabras, si {P,} converge débilmente, el limite es unico.

2.3. Convergencia débil de funciones de dis-
tribucién de probabilidad

Las definiciones y resultados anteriores son validos para medidas finitas
(no necesariamente medidas de probabilidad) arbitrarias sobre un espacio
Borel medible, es decir, un espacio métrico provisto de la o-dlgebra de Borel.

Sin embargo, el caso mas usual que tienen amplia aplicacién a la teoria
de probabilidad, es suponer que {P,}, P son medidas de probabilidad sobre
la recta real R provista de la o-algebra de Borel. Veremos en esta seccion

la importancia de asociar a cada P, y P sus funciones de distribucién de
probabilidad (f.d.p.),

F.(x) =P((—00,x]), F(x)=P((—o0,z]), Vz € R.

En lo que sigue, supondremos que las medidas de probilidad estan defi-
nidad sobre (R, B(R)).

Notacién. Si F' : R — R es un f.d.p. la cual es continua en un punto
x € R, escribimos = € C(F), donde C(F) es el subconjunto de R formado
por todos los puntos de continuidad de la f.d.p. F.
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Definicién 2.3.1. Sean F, Fy, Fy,--- f.d.p.: R — R. Diremos que {F,} con-

verge débilmente a F' ( lo que denotamos en simbolos como F, 4 F) si

vale
F.(x) = F(z) Ve € C(F).

Teorema 2.3.2. Sean P,P,, n=1,2,---, probabilidades sobre (R, B(R)), y

sean F, F, las correspondientes f.d.p. Entonces P, L P s y solo si F, 4 F.

Dem. Necesidad. Sea x € C(F) un punto de continuidad de la f.d.p. F.
Entonces P(Fr(—o0, z]) = P({z}) = F(ax+)—F(x—) = 0, es decir, el intervalo
(—o0, x] es P-continuo. Puesto que P, LN P, por el teorema 2.1.3(d), se tiene

que
Fo(x) = Pp((—o00, z]) = P((—00, 2]) = F(z)

: d
cuando n — oo, es decir, F,, — F.

Suficiencia. Supongamos ahora que F;, 4 F. Probaremos que

/deP’n—>/deP Vf € Cy(R). (2.3.1)
R R

Teniendo en mente que toda funcién mondétona posee un conjunto a lo su-
mo numerable de puntos de discontinuidad, dado € > 0 podemos encontrar
puntos a,b € C(F) tales que

a<b, Fla)<e, y F(b)>1—e.

Asi también, tomando una funcién arbitraria f € Cy(R), escojamos puntos
x; € C(F) tales que a = xy < x7 < -+ < 1, = b, satisfaciendo

|f(x) = f(x;)] <€ Vo€ lri, )

Definamos las sumas

k k

S =3 f@)F(z) = Flen)l,  Sai= Y f(ai)[Falwi) — Falzio)):

i=1 =1
Por la hipétesis, S, — S cuando n — oo. Por lo tanto, observando que

k k

=) f@R@nr) =3 [ s,

i=1 =1
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/ fdP= fdP+ | fap,
R (a,b}c (a,b]

y si M > 0 es tal que |f(x)| < M para todo x € R, entonces

[ fdP—S| = ‘f(a,b]c FaP+3000 fay(F(@) = f(2)) d]P"

< MPF(a)+ M(1—F(b)) + eP(a, b]
< (2M + 1)e.
Anélogamente,
o @ =S| = |fiuge f Pt S [0y (F(@) = f(22) dP,

< MFE,(a)+ M(1— F,(b)) +¢
— MF(a)+ M(1—F(b))+¢
< 2(M+1)e

para n suficientemente grande. Por lo tanto

/RdePn—/RfdP‘g/RfdPn—Sn /RdeP’—S’

Tomando lim sup en ambos miembros de la ultima desigualdad, se tiene que:

+ 18, — S|+

Hmsup, o0 | fg f dPn — [ f dP| < lmsup, . | [i f dPn — Sy
+ limsup,_,. [Sy — S|+ | [z f dP — S|
< 2(M+1)e+0+ (2M + 1)e.

Siendo € > 0 arbitrario se tiene que limsup,, . | [ f dPn — [, f dP| =0, es
decir, se cumple el limite (2.3.1). =

2.4. Convergencia en distribucion de varia-
bles aleatorias

Definiciéon 2.4.1. Sean X, Xy, Xo, -+ wv.aa., y F, F1, F5,--- sus correspon-
dientes f.d.p. Decimos que {X,} converge en distribucién a X (y escribimos

X, % X) siysolo si Fy, 5 F.
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De la definicién precedente y del teorema 2.3.2, consideremos vv.aa. X, Xy, Xo, - - -

definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F, Q). Entonces vemos

que X, 94X s y sélo si P, N P, en donde P,IP, Py, --- son las correspon-
dientes probabilidades de distribucion inducidas por las vv.aa. X, Xq, X5, -+ -,
ie,P=QoX ! P,=QoX L

Por otra parte, puesto que

Ef(X,) = / f@) dPu(z), v Ef(X)= / f(z)dP(z),  VFeCyR),

se sigue de la definicién 2.1.1 y del teorema de Portmanteau 2.1.3, que:

Teorema 2.4.2. Sean X, X1, Xo, -+ vv.aa. definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad (2, F,Q). Entonces las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:

(a) X, % X;

(b) Ef(X,) = Ef(X) para toda f € Cp(R);

(¢) limsup,,_,.. Q(X,, € F) < Q(X € F) para todo cerrado F de R;

(d) liminf, . Q(X, € G) > Q(X € G) para todo abierto G de R;

(e) h'rnn)_m Q(X, € A) =Q(X € A) para todo A € B(R) tal que Q(X €
FrA) =0.

Como consecuencia del teorema 2.4.2(a), (b), tenemos el siguiente resul-
tado conocido como el teorema de la funcién continua (ver, por ejemplo, [3,

pég. 26]).

Corolario 2.4.3. Sean (2, F,Q) un espacio de probabilidad, X, 4, X,y
g : R — R una funcion medible tal que Q(X € D,) = 0, en donde D, es el
conjuto de discontinuidades de g, entonces g(X,,) 4 9(X). En particular, si
g es continua en R, entonces g(X,,) 4 g(X).

Observacioén 2.4.4.

(1) La convergencia en distribucion estd completamente determinada por las
f-d.p., o equivalentemente, por las medidas de probabilidad inducidas por las
vv.aa. De aqui se sigue que, en general, para convergencia en distribucion no

es necesario que las vv.aa. estén definidas sobre el mismo espacio de proba-
bilidad.
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(2) Supongamos que X, X1, Xo, -+ estan definidos en el mismo espacio de
probabilidad. En el ejercicio 3 de la lista de éste capitulo se pide demostrar que
convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion. El recipro-
co, en general, es falso como se prueba en el ejercicio 4; pero una excepcion es
el caso en el que el limite X = a es una constante (ver ejercicio 5). Por otra
parte, puesto que convergencia c.p.1. implica convergencia en probabilidad,
se tiene que

X, — X cp.1implica que X, NS

En general, el reciproco es falso. Sin embargo, una “especie de recipro-
co”muy util en las aplicaciones es el siguiente resultado conocido como teo-
rema de representacién de Skorohod:

Teorema 2.4.5. Si X, 4, X, entonces existe un espacio de probabilidad
(Q*, F* P*) y vv.aa. X*, X}, n > 1, sobre Q* tales que X} ~ X,,, X* ~ X,

y X} (x) = X*(x) para todo x € Q.

Dem. Definamos (Q2*, F*,P*) como el “espacio de Lebesgue”sobre el in-
tervalo (0, 1), es decir, Q* := (0,1), F* := B(0,1) y P* = A, la medida de
Lebesgue sobre 2*.

Si Fleslafd.p.de X,y F, es la f.d.p. de X,, para todo n > 1, definimos

Flz):=mf{t e R: F(t) >z}, Vze(0,1),

y similarmente para F,. Por tltimo, definimos X* := F~!, X* := F ! sobre
(0,1), y es facil verificar que estas vv.aa. satisfacen la conclusion del teorema.
Denotemos por F) la f.d.p. de X, y F* la f.d.p. de X*. Entonces

Fi(z) = PY(X,; <2)

= M{ye @ : X( )S z})
Ay € (0,1) - F M (y) < 2})
My € (0,1) 1y < Fu(2)})
A0, Fru(2)])
= Fn(z>’

para todo z € R. Esto prueba que X ~ X,,, y similarmente se obtiene que
X~ X.
Claramente se tiene, dado = € Q*:

(i) X*(z) <t<= F(t) > z;
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(il) X} (x) <t<= F,(t) > x para cadan € N.
(iii) X, X*:(0,1) — R son crecientes en Q* = (0, 1).

(a) Probemos que liminf, ., X}(z) > X*(x) para cada x € Q* = (0,1):
Sea x € (0,1) y € > 0. Escojamos un punto de continuidad ¢t € C(F) de F
tal que X*(z) —e <t < X*(x). De inciso (i) se tiene que F(t) < x, y como
F,(t) — F(t), se sigue que existe ny € N tal que

F.(t) <z Vn > ng.
Luego, por (ii), X (z) > t para todo n > ng, de donde

liggle;(a:) >t>X"(x)—¢€
para cada € > 0. Esto prueba que liminf, ., X}(z) > X*(z).

(b) Si X* es continua en el punto z, entonces probabremos que vale
limsup,,_, X} (z) < X*(x):

Sean x,z" € (0,1) con x < 2/, y sea € > 0 arbitrario. Escojamos un punto
de continuidad de F', digamos t, tal que X*(2') < t < X*(2') 4+ e. Ahora,
como X*(z') < t, luego F(X*(2')) < F(t). Luego de (i), F(X*(2')) > «'.
Asi, x < o’ < F(X*(2')) < F(t). Como F,(t) — F(t), luego existe ng € N
tal que

F.(t) >z Yn > ny.

Por (ii), X} (z) <t para todo n > ng, de donde se tiene combinando las otras
desigualdades
Xi(x) <t < X*(2')+e  VYn>ny,

lo que implica que limsup,,_,., X (z) < X*(2’) + € para todo € > 0. Conse-
cuentemente,
lim sup X (z) < X*(2').

n—o0

Como X* es continua en z, luego X*(2') — X*(x) cuando 2’ — x. Luego

limsup X (z) < X*(x) para todo punto de continuidad = de X*.

n—o0

(c) Como X* = F~! es aplicacién creciente (0,1) — R, por lo que X*
posee un numero a lo sumo numerable de puntos de discontinuidad D*. Dicha
coleccion de puntos al ser a lo sumo numerable, posee medida de Lebesgue
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0, i.e., A(D*) = P*(D*) = 0. Redefiniendo X*, X*, al multiplicarlas por 1%,.,
tenemos que X(x) = X*(z) = 0 para todo x € D*. Luego de (a), (b) y esta
redefinicién, tenemos que

X (x) = X*(x) Vo € QF,
con X~ X,y X*"~X.m

Observaciéon 2.4.6. En el teorema precedente, las variables X, Xy, Xq, -+ -
pueden no estar definidas en el mismo espacio de probabilidad. Algunas apli-
cactones interesantes del teorema de representacion de Skorohod se pueden
encontrar en [3, 13, 1/]. Para una generalizacion a espacios polacos, vedse
por ejemplo [7].

Para aplicaciones de la convergencia débil, se puede ver, por ejemplo,
los libros [2, 8, 11, 12], o el articulo de Iglehart [10]. Para aplicaciones de la
convergencia débil en el estudio de la convergencia de procesos de Markov, ver
por ejemplo, [7]. Para aplicaciones en modelos en matemdticas financieras,
asi como extensiones del concepto de convergencia débil, se puede ver el texto

s].
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2.5. Ejercicios

1. Demuestre que P, 4 P st y s6lo si cualquier subsucesion {P,,} de {P,}

. . d
contiene una subsucesién {P,~} tal que P,» — P.

2. Demuestre que si {X,,} y {Y,.} son dos sucesiones de vv.aa. tales que
X, 4 x y | X, — Y| = 0 en probabilidad, entonces Y, LNS'S

3. Sea A € B(R) un boreliano de R tal que P(X € FrA) = 0. Demuestre
que:

(a) Si X,, = X en probabilidad, entonces
P([X, € AJA[X € A]) = 0 cuando n — oo.

De aqui concluya que
(b) Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribu-
cion.
4. Demuestre que convergencia en distribucién no implica necesariamente
convergencia en probabilidad. Sin embargo vea el siguiente ejercicio:

5. Sea a una v.a. constante. Demuestre que X, L s y solo si X,, — a
en probabilidad.

6. Pruebe que si X, 4 x y Y, 4, 1, entonces XY, 4 x.

7. Sea 6 una v.a. distribuida uniformemente sobre [0,27], y sea X} :=
sen (k0), k = 1,2,---. Demuestre que +S,, — 0 c.p.1., en donde S, =

X1+ + X,

8. Sea (§2, p) un espacio métrico, F = B(Q2) la o-algebra de Borel sobre 2,
P, P, Py, - -- medidas de probabilidad borelianas sobre (2. Demuestre
que

sup |P.(B)—P(B)| -0 implica que P, < p.
BeB(R)
Dé un ejemplo mostrando que el reciproco es falso.

Nota: Si Py Q son dos medidas de probabilidad sobre un espacio me-
dible arbitrario (€2, F), la funcién V (P, Q) := 2supgcr |P(B) — Q(B)|
se llama la distancia en variacion o distancia de Kolmogorov entre las
medidas de probabilidad P y Q.



Capitulo 3

FUNCIONES
CARACTERISTICAS

Alrededor del ano 1900, el matematico ruso A. M. Lyapunov (1857-1918)
introdujo en la teoria de probabilidad el uso de las transformadas de Fourier.
Lyapunov usé estas transformadas, conocidas en probabilidad con el nombre
de funciones caracteristicas, para demostrar el teorema del limite central, y
actualmente constituyen una de las herramientas mas usadas para estudiar,
entre otras cosas, convergencia en distribuciéon. Por otro lado, en lugar de
usar transformadas de Fourier se podrian introducir transformadas de La-
place (bilaterales) para obtener resultados andlogos. Al final de este capitulo
introducimos brevemente la transformada de Laplace de una v.a. X, mas
conocida como la funcidn generadora de momentos de X. (ver, por ejemplo,

1, 6, 11]).

3.1. Funciones caracteristicas de medidas de
probabilidad y de vv.aa.

Definicién 3.1.1. Sea p una medida de probabilidad sobre (R,B(R)). La
transformada de Fourier de p se llama la funcién caracteristica asociada a
w. Es decir, la funcion caracteristica (que abreviaremos como f.c.) de p es la
funcion ¢ : R — C con valores complejos definida por

o(t) = /Rexp (itx) p(dx), vVt € R.

28
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Si = Px es la medida de distribucion de probabilidad de la v.a. X, entonces
podemos escribir

o(t) = Eexp(itX)= [,exp(itX) dP

= fR exp (itx) Px(dz),

y decimos que ¢ es la funcién caracteristica (f.c.) de X.
Equivalentemente, si F' es la f.d.p. asociada a v (6 a X ), decimos que ¢
es la funcién caracteristica de F', y también podemos escribir

6(t) = /R exp (itz) dF(z).

Observacion 3.1.2. Los casos mds usuales en la prdctica se presentan cuan-
do X es una v.a. discreta, en cuyo caso su f.c. es de la forma

o) = S exp (it)P(X = 2),

y cuando X es absolutamente continua, en cuyo caso la f.c. resulta

o(t) = / " exp (itz) fx(z) da,

[e.e]

en donde fx es la funcion de densidad de X.

Ejemplo 3.1.3. (a) Supdngase que X tiene una distribucion de Poisson
con pardametro \ > 0,

IP(X:TL):e}(p(—/\))\—'7 n=01,2---.
n!
Entonces su f.c. estd dada por

B(t) = exp [Me" — 1)], vVt € R.

En efecto A
ot) = 2oloe"P(X =n)

_ a-ANT0e (Aefh)n
= € Zn:() n!

= e =exp [\e —1)).
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(b) Supdngase que Z tiene una distribucion N(0,1), normal con media 0 y
varianza 1; la densidad de Z es

2
e:p/2

\ 2T ’

fz(l’) = Vr € R.

Entonces su f.c. es

oz(t)=e P VieR.

En efecto, .
oz(t) = [T e fz(x) da
42 .
= g [ e
y haciendo el cambio de variable y = x — it se obtiene el resultado
deseado.

(¢) Andlogamente, considerando la v.a. Y = oZ + u, con Z distribuida
N(0,1), es fdcil probar que Y tiene distribucion normal N(u,0?), en-
tonces se puede demostrar que la f.c. de'Y es

oy (t) = exp (ipt — 0?t%/2)  VteR.

Al final de este capitulo se da una tabla de funciones caracteristicas de
algunas de las distribuciones usuales.

3.2. Propiedades de las funciones caracteristi-
cas

Teorema 3.2.1. Sea ¢ : R — C la f.c. de una v.a. X. Entonces
(a) 6(0) = 1;
(b) |o(t)| < #(0) =1 para todo t € R;
(c) ¢ es uniformemente continua sobre R;

(d) ¢(t) = ¢(—t) (donde Z es el conjugado de z € C);
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(e) SiY =a+bX, con a,b constantes, entonces la f.c. de'Y es

by (t) = e px (bt) para todo t € R.
Dem. (a) ¢(0) = [,e? dP =P(Q2) = 1.

(b) Puesto que |e*®| = 1 para cada x € R,

)] < [ le] dPx(o) = 1
en donde Px es la medida de probabilidad inducida por X.
(c) Para cualquier ¢,s € R
ot +3) = o(t)] = [[pe™ (e —1) dPx(a)]
< Jple = 1] dPx(z),

y esta integral no depende de ¢. Ahora, puesto que 2 > |e** — 1| — 0 cuando
s — 0, la proposicién (c) se sigue del teorema de convergencia dominada de
Lebesgue.

Las partes (d) y (e) son faciles y se dejan como ejercicio. m

Teorema 3.2.2. Sean Xy,---, X, wvv.aa. independientes con funciones ca-
racteristicas (abreviado ff.cc.) ¢1,--+ , ¢, respectivamente, y sea ¢g la f.c.
de la suma S = X1+ ---+ X,,. Entonces

bs(t) = di(t) - du(t), VtER.

En particular, si Xy,--- , X, son vv.aa. i.i.d., y su f.c. comin es ¢, entonces

os(t) = o(t)", vt € R.

Dem. '
¢s(t) = E(e)
= Enzzlexp(ith)
= [Ij—1 Eexp (itXy))
= [Tz on(0).
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3.3. Independencia de vv.aa. y convolucion
de f.d.p.

Observacion 3.3.1. El teorema 3.2.2 precedente nos permite calcular la f.c.
de la suma S = X1+ ---+ X, , en términos de las ff.cc. individuales de las
v.a. X, siempre y cuando estas vv.aa. sean independientes. Conviene men-
cionar que el teorema 3.2.2 se puede escribir en términos de la convolucion
de funciones de distribucion. Para ello, recordemos que si F' y G son f.d.p.,
su convolucion se define como

o0

(FG)(x) = / Flx —y) dG(y),

—0oQ
y esta operacion es conmutativa y asociativa.

Proposicién 3.3.2. 5i X, Y son vv.aa. independientes con distribuciones
Fx y Fy respectivamente, entonces la distribucion de X +Y es la convolucion
de F'x y Fy, es decir,

P(X +Y <a)= (Fx* Fy)(z) VzeR

Por la asociatividad de la convolucion, el resultado se puede extender a cual-
quier numero finito de vv.aa. independientes: St X1, -+, X,, son vv.aa. inde-
pendientes con distribuciones F,--- | F),, respectivamente. Entonces la dis-
tribucion de S = X1+ --- 4+ X, es la convolucion

F=F *---xF,.

(Observamos que combinando esta proposicion con el teorema 3.2.2, se tie-
ne que la f.c. o transformada de Fourier de una convolucion de funciones
de distribucion de probabilidades FY,--- , F, es el producto de las ff.cc. de
F17 T Fn)

Dem. Sea f : R? — R la funcién definida por
f(r,s) = 1lsir+s<zx
= 0 en caso contrario.

Notese que la funcion f es la funcién indicadora del conjunto cerrado {(r, s) €
R? : r + s < x}, y por lo tanto, es Borel-medible. Por independencia, la
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distribucién conjunta Fyy de X y Y es el producto de F'x y Fy, vale decir,
Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y). Puesto que f(X,Y) = Ijxiy<q, vemos que, por
Tonelli

PX+Y <z) = Ef(X,Y)
Jgo f(r,s) dFx y (1, s)

fRQ I{(T,S)ER2:T+s§x} (Ta S) dFX,Y<r7 S)
fRQ I(,Oopo) (T‘)I(,OO@,T) (S) dFX,y (7’, 8)

I (0 dRe(s)) dFx(r)
ffooo Fy(x —r) dFx(r).
= (Fx x Fy)(x).

Corolario 3.3.3. Sean X, Y wv.aa. independientes como en la proposicion
3.3.2, y supongase que X es absolutamente continua con densidad fx, es
decir,

FX(x):/_x Fe(t) dt, Vo eR

Entonces X + Y es absolutamente continua y su funcion de densidad de
probabilidad es (c.t.p.)

oy (t) = / " falt—y) dFy ().

Dem. Por el teorema de Tonelli y la proposicion 3.3.2, tenemos

Fxyv(z) = P(X+Y <uz)
= (Fx * Fy)(z)
= [7 Fx(z—vy) dFy(y)
)

]
Como una aplicacién del corolario 3.3.3, consideremos dos vv.aa. inde-
pendientes X y Y7, en donde X tiene distribucion F'y Y7 esta distribuida
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normalmente con media cero y varianza o2 (o > 0), es decir, Y tiene distri-
bucién .

oV 21

Go(r) =

/ e 1277 gt Yz eR.

Por otro lado, si F,, denota la f.d.p. de X +Y?, entonces de la proposicion
3.3.2 y el corolario 3.3.3 se sigue F,(x) = (F * G,)(z) tiene densidad

fa(:v)Z/oo Lot dF (u). (3.3.1)

oo OV 2T

Usaremos este resultado en la demostraciéon del siguiente teorema:

3.4. Formula de inversiéon. Formula integral
de Fourier

Teorema 3.4.1 (Férmula de inversién). Sea X una v.a. con distribucion I
y f.c. . Siayb son puntos de continuidad de F', con a < b, entonces

1 00 b )
F(b)—F(a) = lim — [ ¢(t)e 7 "/? ( / e dx) dt.
Dem. Sea Y° ~ N(0,0?), con ¢ > 0, una v.a. independiente de X. En

el parrafo anterior observamos que la distribucién F, se X + Y7 es F,(x) =
(F * G,)(z) y tiene densidad f,(z) dada por (3.3.1).
Ahora bien, como primer paso de la demostracion, probaremos que

1 o
fo(x) = o /Oo e "y (t) dt, (3.4.1)
en donde o
G, (t) = p(t)e 7 /2 = ¢~/ / e dF (u) (3.4.2)

es la f.c. de X + Y7 (véase el ejemplo 3.1.3-(c) y el teorema 3.2.2). Para
probar (3.4.1), denotemos por ¢, (x) la densidad de G,(z):

1

oV 21

go(z) = exp (—2°%/20?).
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Entonces el lado derecho de (3.4.1) resulta, tomando en cuenta (3.4.2),
1 o

2r ) o

e itremo /2 /00 e dF(u) dt =

(por el teorema de Fubini y denotando por ¢/, como la f.c. de una v.a.
distribuida N(0,1/0?), asi como de la relacién (3.3.1) arriba,)

= =+ eitlu=2)e=o"/2 gy [ (u)

—00 27w J—

= [ it g (1) dt dF (u)

—00 g/ 27

= [T =1/ (u— ) dF(u)

= [ e e R ()

- fg(ff),

lo cual prueba (3.4.1).
Ahora, integrando (3.4.1) de a hacia b, tenemos:

Fo(b) — Fy(a) = % /_ Z 60 (1) ( / e d:):) dt.

Por lo tanto, para completar la demostracion, basta probar que

lim, F,(z) = F(x) si x es punto de continuidad de F'. (3.4.3)
o—0

Para ésto, notemos primero que, por la desigualdad de Chebyshev, dado
e > 0, podemos escoger o > 0 tal que P(|Y?| > ¢) < e. Para tal o, vemos
entonces que

F,(z) = P(X+Y°<ux)
= PX<z-Y° Y <e)+P(X <z —-Y7,|Y?| >¢)
< PX<z+4+e)+e=F(x+e) +e
y también
Fo(z) > P(X<z—¢|Y7]<e¢)
> P(X<zx—¢€) —c¢
= F(z—¢€) —c¢

Finalmente, combinando las iltimas dos desigualdades con el hecho de que
Fx—¢) < F(zx) < F(z+e¢)

y x € C(F), donde C(F) es el conjunto de puntos de continuidad de F', de
donde concluimos que (3.4.3) se cumple. =



CAPITULO 3. FUNCIONES CARACTERISTICAS 36

Observaciéon 3.4.2. (1) Si por ejemplo, b ¢ C(F'), entonces el limite en
el teorema 3.4.1 ain existe, pero su valor ya no es F(b) sino

(F(b+)+ F(b—))/2.
La misma modificacion se aplica a F(a) sia ¢ C(F).

(2) Como una consecuencia de la formula de inversion en el teorema 3.4.1
tenemos que una f.d.p. estda determinada en forma unica por su f.c. Es
decir, si F' y G son dos f.d.p. con la misma f.c. ¢, se sigue del teorema
3.4.1 que F(x) = G(z) para todo x € C(F)NC(G), y por la continuidad
por la derecha de F' y G, y por el hecho de que el complemento de
C(F)NC(G) es a lo sumo numerable, obtenemos inmediatamente que
F(z) = G(z) para todo x € R.

Si en lugar de considerar funciones de distribuciéon consideramos las co-
rrespondientes medidas de probabilidad, concluimos:

Teorema 3.4.3 (Teorema de unicidad). SilP y Q son medidas de probabilidad
sobre (R, B(R)) y su funcion caracteristica es la misma, es decir,

/em P(dz) = / ™ Q(dx) para todo t € R,
R R

entonces P = Q.

Ahora, en general, la f.c. de una v.a. no es integrable. Por ejemplo, si X
tiene una distribucion exponencial de parametro a = 1, i.e., si su funcién de

densidad de probabilidad fy : R — R es

e sixz >0,

Ix(x) =
0 six <0,

entonces su funcién caracteristica es

1

P(t) = T

la cual no es integrable. Pero cuando la f.c. es integrable, tenemos como una
consecuencia del teorema 3.4.1 que:
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Corolario 3.4.4. Si ¢(t) es la f.c. de una v.a. X y ¢ € L', entonces X es
absolutamente continua y su densidad estd dada por

fx(z) ! /OO e () dt. (3.4.4)

:g N

Asi pues, en este caso tenemos el “par de transformadas de Fourier”dado

por (3.4.4) y )
o(t) :/ e fx(v) da. (3.4.5)

o0

A la expresion para fx en (3.4.4) se le llama la transformada de Fourier
inversa de ¢. Ademds, combinando (3.4.4) y (3.4.5) obtenemos la férmula
integral de Fourier

frxla)= 5 /_OO /_Oo e 1Y) fy(y) dy dt. (3.4.6)

Dem. Puesto que ¢ € L', podemos usar el teorema de la convergen-
cia dominada de Lebesgue para intercambiar el limite con la integral en el
teorema 3.4.1. El resultado para a,b € C(F), a < b, es

F()—F(a) =

= fa fx(x) dz,

en donde F es la f.d.p. de X. Puesto que F esta determinada por sus puntos
de continuidad, se sigue de la expresién anterior que la funcién fx en (3.4.4)
es la densidad de F

3.5. Funcién generadora de momentos

Definicién 3.5.1. La funcién generadora de momentos (f.g.m.) de una v.a.
X se define como

My (t) = E(e¥) = / e dFy(a) (3.5.1)

para valores t € R para los cuales la integral existe. La funcion My también
se conoce como la transformada (bilateral) de Laplace de la v.a. X.
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A diferencia de la funcién caracteristica, la cual esté definida para todo t €
R, la funcién generadora de momentos en general sélo existe en subconjuntos
de R. Por ejemplo, si X estd exponencialmente distribuida con parametro
A >0, sufgm. es

> A
Mx(t) = A / e gy = 2 V<A
0 A—t

En general, M (t) siempre estd definida para t = 0, con Mx(0) = 1, pero
puede no estar definida para todo t # 0. Asi pues, decimos que X tiene una
f.g.m. si existe ty > 0 talque M (t) existe para todo |t| < ty. En este ultimo
caso, se sigue de la expansién de Taylor alrededor de ¢t = 0 para la funcién
exponencial, que

Mx(t) = Z EE(Xk)7 It] < to.
k=0

Por lo tanto, todas las derivadas de Mx existen en t = 0 y satisfacen
)y — k _
My’ (0) = E(X"), k=0,1,2,---. (3.5.2)

Es precisamente esta relacién (3.5.2) la que da a My el nombre de funcion
generadora de momentos.

La f.g.m. tiene propiedades analogas a la funcién caracteristica; en parti-
cular, satisface las versiones correspondientes del teorema 3.2.2 y del teorema
de unicidad 3.4.3.

En la siguiente tabla proporcionamos las funciones caracteristicas de al-
gunas distribuciones importantes, tanto discretas como absolutamente con-
tinuas.
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Distribuciéon H Funcién caracteristica
Poisson con pardmetro A > 0: B(t) = e

P(X = k) = e Nk JkL k=0, 1,

Binomial con pardmetros N y 0 < p < 1 o(t) = (1 —p+ pe)™
P(X =n) = ﬁpn(l -p)N " n=0,1,---,N
Geométrica con pardmetro 0 < p < 1 o) =p(1 —qge™)™H g=1-p

P(X =n)=p(1—-p)", n=0,1,---

Normal con pardms. p € Ry 0 > 0, N(u,0?): o(t) = exp (ipt — 50°t°

f(z) = (2r0®) "2 exp [—(z — p)?*/20%], x € R

Gamma con parametros p,b > 0

densidad I'(x; p, b): o(t) = (1 —dt/b)™?
P p—1_.—bx : 0
_ F(p):c e s1 x>
f(@) { 0 siz <0
Exponencial con parametro b > 0
densidad I'(x; 1,b): o(t) =0b/(b—1it)

be b six >0
fl@)=1 ¢ siz <0

Uniforme sobre (a,b) con a < b
densidad: o(t) = &=

[ (b—a)™t six € (a,b)
f@)—{o Sz é(ab)
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3.6. Ejercicios

1. Demuestre que la funcién

c
=—(+2), >0, —oo<z<o0,

x
fla) =
es la densidad de una distribucién de probabilidad con funcién carac-
teristica ¢(t) = e~. La funcién f se llama densidad de Cauchy con
pardmetro c.

Si Xi,---,X, son vv.aa. independientes con distribucién de Cauchy
con la misma ¢, calcule la distribucién de S,,/n, con S, = X1+ - -+ X,,.

2. Use funciones caracteristicas para verificar que una combinacion lineal
de vv.aa. independientes normalmente distribuidas también es normal

(es decir, si X} tiene distribucién N(uy,0%), k = 1,--- ,n, entonces

a1 X1+ -+ + a, X, tiene distribucién N(ajp; + -+ + apfin, a%a% +--- 4+
2 2

a/no-n)'

3. Supéngase que [, |z|" dF(z) < co para algin entero positivo n > 0, y
sea ¢ la funcién caracteristica de F'. Demuestre que la n-ésima derivada
»™(t) de ¢ existe, es continua y satisface:

6 (1) = /R (i)™ dF(x).

En particular, nétese que ¢ (0) = "E(X").

4. Demuestre que si ¢ es una funciéon caracteristica, entonces en no-
negativa definida, es decir, para cualquier n € N, t,--- .1, € R,
21,00, 2n € C, vale

Z Z oty —tj)z,z; > 0.

k=1 j=1

5. 51 X = (X, -+, X,) es un vector aleatorio n-dimensional, su funcién
caracteristica conjunta se define como

gb(u) = ]E(ei“'X) para todo u = (Ul, T 7Un) € R",
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en donde .
u-X = Z u; X,
j=1
0 equivalentemente
o = [ e aFG)

con x = (1, -+ ,x,) € R" y “-7 es el producto interno euclidiano
canonico en R”, donde F' : R™ — R es la f.d.p. de X. Demuestre que:

(a) (0)=1,con 0= (0,---,0) € R™;

(b) |p(u)| <1 para todo u € R™;

(¢) ¢ es uniformemente continua sobre R";
)

(d) SiY = (Y1, --,Y,) es un vector aleatorio definido por
Y, = ap + b X4, con ag, b € R para k = 1,--- ,n. Pruebe que la
funcién caracteristica ¢ de Y es

,QZ)(U) - eia‘u¢(b1ul’ e 7bnun)a a = (a17 Tt 7an)'

6. Sea X ~ I'(p,b) una v.a. con distribucién gamma con pardmetros p y
b. Use el ejercicio 3 para probar que EX = p/b, EX? = p(p+1)/V*, y
por lo tanto, var(X) = p/b?.

7. Sean Xj,---,X, v.a. independientes con Xy ~ I'(px,b), k =1,--- ,n
Demuestre que X; + - - - + X, tiene distribucién I'(p; + - - - + p,, b). En
particular, si Xy ~ I'(p,b), k =1,--- ,n, son vv.aa. i.i.d., entonces

X1+ -+ X, ~T(np,b).

8. Pruebe que si X ~ N(0,1), entonces X?* ~ T'(1/2,1/2).

9. Sean Xy, -, X, v.a. iid., con Xy ~ N(0,1). Pruebe que la v.a. ji-
cuadrada con n grados de libertad:

Xy = X7 4+ X7

tiene distribucién I'(n/2,1/2). Demuestre de aqui que E(X%n)) =ny
var(xg,) = 2n.

10. Obtenga resultados similares al problema precedente si X ~ N(0, 0?).



Capitulo 4

COMPACIDAD DE MEDIDAS
Y TEOREMA DE LEVY

En este capitulo estudiaremos la relacion entre convergencia débil de me-
didas y funciones caracteristicas. Por razones que explicaremos mas adelante,
ahora en lugar de medidas de probabilidad, conviene considerar medidas fi-
nitas, es decir, medidas p con u(€2) < 0o, pero no necesariamente u(€2) = 1.
Asi mismo, consideraremos funciones de distribucion generales: funciones F'
no-decrecientes y continuas por la derecha. Si F' es una funcién de distri-
bucién de probabilidad, es decir, si ademds F' satisface que F(+o00) = 1y
F(—00) = 0, lo mencionaremos explicitamente abreviando f.d.p.

Sea F' una funcién de distribucion acotada, lo cual significa que existe
M > 0 tal que F(400) — F(—o0) < M. Entonces del curso de Probabilidad
I, la funcién p definida sobre intervalos acotados (a,b] de R como p(a,b] =
F(a,b], en donde

F(a,b] = F(b) — F(a), (4.0.1)

se puede extender en forma tinica a una medida finita p sobre (R, B(R)) (ver,
por ejemplo, [4]). Reciprocamente, si 1 es una medida finita sobre (R, B(R)),
entonces la funciéon F' definida por

F(.Cl}) = /L(—OO,JI], Va € R?

es una funcién de distribucién acotada. Ademas, identificando las funciones
de distribucion que soélo difieren por una constante aditiva, la correspondencia
entre medidas finitas y funciones de distribucion acotadas es uno-a-uno.

42
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4.1. Teorema de Helly

Definicién 4.1.1. (a) Sea F' una funcion de distribucion. Definimos el con-
junto de puntos de continuidad de F' como

C(F):={x € R: F es continua en z} U {—00, +o0},

es decir, convendremos en que —oo y +00 son puntos de continuidad de F.
(b) Si F, F,, n =1,2,--- | son funciones de distribucion, decimos que

F,, converge débilmente a F, lo que escribimos F, 4, F, si
F.(a,b] = F(a,b] para todo a,b € C(F).
Aqui usamos la notacion (4.0.1).

Ejemplo 4.1.2. Sea {X,,} una sucesion de vv.aa.constantes definidas como
X,=n,n=1,2,---. La correspondiente f.d.p. de X,, es

0 st z<n
F.(x)=P(X, <z)=
1 s2 x>n

paran = 1,2,---  y F,(z) — F(x) para todo x € R, en donde F = 0 es
la funcion de distribucion idéntica a cero. Asi pues, tenemos convergencia
puntual de funciones de distribucion de probabilidad a una funcion de distri-
bucion que no es de probabilidad. Obsérvese que F,, no converge débilmente a
F porque F,(4+00) — F,,(—o0) =1 - F(400) — F(—00) = 0. En el siguiente
teorema veremos como generalizar este resultado.

Teorema 4.1.3 (Teorema de Helly). Sea {F,,} una sucesién acotada de fun-
ciones de distribucion. Supongase que F,(—o0) = 0 y F,(+00) < M para
toda n. Entonces existe una funcion de distribucion F y una subsucesion
{F..} tal que

F, (x) = F(x) para todo x € RN C(F).

Dem. Sea D = {x,xs,---} un conjunto numerable denso en R. Puesto
que {F,(z1)} es una sucesién acotada, existe ua subsucesion {Fy;} de {F,}
tal que {F1;(z1)} converge a un limite finito y; (< M) cuando j — oo.
Asf mismo, puesto que {Fy;(x2)} es acotada, existe una subsucesion {Fy;} de
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{F1,} tal que { Fyj(x2)} converge a un limite finito y,. En general, procediendo
inductivamente,existe una subsucesién {F,,,;} de {F,,,_1,} tal que F,,;(x,,) —
Ym cuando j — oo, (m=1,2,---).

Ahora definamos Fp : D — R como Fp(z,) = vy, para todo m =
1,2,---. Definamos F,, = Fi, k =1,2,--- la sucesidn diagonal. Entonces

F,, (z) = Fp(z), para todo x € D.

También F), es no-decreciente, pues si z,y € D, con x < y, luego F,, () <
F,, (y). Tomando el limite cuando k& — oo, se tiene que Fp(x) < Fp(y).
Definamos F': R — R como

F(z) :=if{Fp(y) :y e D, y> z}.

Probaremos que F' es una funcién de distribucién. En primer lugar, vemos
que F' es no-decreciente, porque si r < s, entonces existe y € D tal que
r<y<syporloque F(r) < Fp(y) < F(s).

Para probar que F es continua por la derecha, tomemos una sucesion
decreciente {z,} que converge a x, de manera que {F(z,)} tiende a un limite
b> F(z). Si F(z) < b, sea yop € D tal que yo > x, y b > Fp(yo). Para n
suficientemente grande tenemos que = < z, < ¥, de manera que F(z,) <
Fp(yo) < b, y por lo tanto, lim, . F(z,) < Fp(yo) < b. Pero esto es una
contradiccién, asi concluimos que F(z,) — F(x).

Falta demostrar la dltima afirmacién. Sea v € RN C(F). Si x < y con
y € D, entonces

limsup F,,, (z) < limsup F},, (y) = Fp(y).

k—00 k—00

Por lo tanto, tomando el infimo sobre los y € D con y > x, obtenemos

limsup F,,, (z) < F(z).

k—o00

Por otra parte, si 2/ <y < x, con y € D, entonces

F(a') < Fp(y) =lmsup,_,o Fy, (y)
= liminfy o F, (y) < lminfy_ o F,, (7).

Si hacemos tender 2’ a x, resulta
F(z—) < liminf F,,, (x).
k—o00

Pero z € RN C(F), luego F(x—) = F(z). Por tanto, F,, (z) — F(z). =m
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Observaciéon 4.1.4. Por el teorema de Helly precedente, supusimos que F,
es una funcion de distribucion acotada con F,(—oo) = 0. Hicimos esto para
simplificar la demostracion, pero es claro que es una suposicion inofensi-
va. Asi, si suponemos que F,(+00) — F,(—00) < M y no necesariamente
F,(—00) = 0, podriamos entonces considerar una nueva sucesion de funcio-
nes Gy (x) := F,(z) — F,(—00) y aplicar el teorema de Helly a esta nueva
SUCESION.

Por otro lado, en el ejemplo 4.1.2 vimos que una sucesion de f.d.p.’s
puede converger a una funcion de distribucion que no es de probabilidad. La
situacion especial que debemos observar en dicho ejemplo es que las masas de
probabilidad se “escapan al infinito”. La medida de probabilidad P, inducida
por X, =n sobre R es la medida de Dirac concentrada en {n}, es decir, para
cualquier conjunto de Borel B,

=1 sineB
]P)"(B):(s{"}(B>:{ = 0 siné¢B.

Para impedir el “escape”de probabilidad al infinito debemos imponer una con-
dicion de compacidad sobre el conjunto de probabilidades.

4.2. Teorema de Prohorov

Definicién 4.2.1. Sea (2, F) un espacio medible, en donde ) es un espacio
métrico y F es la o-dlgebra de conjuntos Borel de Q, y sea M = {u; :i € T}
una familia de medidas finitas sobre (2, F). Decimos que
(a) La famila M es compacta (“tight“ en inglés) si dado cualquier ¢ > 0,
existe un subconjunto compacto de Q) tal que p1;(K¢) < € para todoi € T.
En particular, si 0 = R, entonces M es compacta si dado cualquier
e > 0 existe un intervalo I tal que p;(I¢) < € para todo i € T.

(b) La famila M es relativamente compacta si cualquier sucesion en M
posee una subsucesion que converge débilmente a una medida finita so-

bre (2, F).

Para medidas finitas pu, pb,, n =1,2,---, la definicion de convergencia
débil es como la dada en la definicion 2.1.1: p,, converge débilmente a

d .
1 (pn = 1) si
/fn dp, — / fdu para toda funcion f € Cy(£2).
Q Q
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(c) Si{F;:i €T} esuna familia de funciones de distribucidn, compacidad
relativa de {F;} significa que la correspondiente familia de medidas
asociadas es compacta (Resp. relativamente compacta,).

Teorema 4.2.2 (Teorema de Prohorov). Sea M :={F; :i € T} una familia
acotada, digamos F;(+00) — F;(—o0) < M para todo i € T, de funciones
de distribucion en R. Entonces M es compacta si y solo si es relativamente
compacta.

Nota importante. El teorema de Prohorov es valido en cualquier espacio
métrico separable y completo (espacio Polaco); véase, por ejemplo, [3]. En
dicha referencia el teorema se escribe en términos de medidas (es decir, no
en términos de funciones de distribucion).

Dem. (a) Supdngase que M es compacta y sea Fi, Fy, -+ una sucesién
en M. Por el teorema de Helly 4.1.3, existe una subsucesién F),, y una funcién
de distribucion F' tal que

F, (a,b] = F(a,b] Va,b e RNC(F). (4.2.1)

Para probar que F;,, 4 F debemos verificar que (4.2.1) también se cumple
en 400 y en —o0o, es decir,

F,, (+00) — F,, (—0) = F(+00) — F(—o0)  cuando k — 0.
Dado € > 0, sean a,b € RN C(F) puntos tales que para todo n € N
F,(R = (a,b]) <e, F(R — (a,b]) <e.
Si x € RN C(F), escribimos
|(Fy (+00) = Fy (2)) = (F(+00) — F(2))]

< By (00) = Fo (b)] + | F(400) — F(b)]
+ [(Fn (0) = o (x)) = (F(b) — F(x))].

Cada uno de los dos primeros términos del lado derecho son menores que e,
y el dltimo término tiende a cero cuando k — oo. Por lo tanto,

F,,. (+00) — F,, (z) = F(4+00) — F(x).
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Similarmente se obtiene que
Fr (1) = Fpy (=00) = F(x) — F(—00),

y combinando estos resultados con (4.2.1), concluimos que F),, Ny

(b) Para probar la implicacién reciproca, razonemos por contradiccién.
Supongamos ahora que M es relativamente compacta, pero que no es com-
pacta. Entonces existe € > 0 tal que para todo entero n y alguna funcién de
distribucién denotada por F), € M,

F,(R—(—-n,n)) > e

Puesto que M es relativamente compacta, existe una subsucesién {F),, } de

{F,}, y una funcién de distribucién F' tal que F,, LNy Luego, puesto que
R — (—n,n) es cerrado, se sigue del teorema de Portmanteau 2.1.3 que

limsup F,,, (R — (—n,n)) < F(R — (—n,n))

k—00

es decir, F(R — (—n,n)) > € para toda n. Luego, cuando n — 0o, se obtiene
que 0 > ¢, lo cual constituye una contradiccién. m
Algunas consecuencias del teorema de Prohorov son:

Corolario 4.2.3. Sea {F,} una sucesion acotada de funciones de distribu-
cion sobre R y supdngase que {F,} es compacta.

(a) Si toda subsucesion débilmente convergente de {F,} converge a una

- L d
funcion de distribucion F', entonces F,, — F'.

(b) {F,} converge débilmente si y sélo si las funciones caracteristicas

0u(t) = [ ¢ dF (@)

convergen a un limite finito cuando n — oo para todo t € R.

Dem. (a) Si {F,,} no converge débilmente a F, existe una funcién f €
Cy(R) tal que

/R f(z) dF,(z) » /R f(z) dF(z)  cuando n — oo.
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Es decir, existe € > 0 y un conjunto infinito 7" de ntimeros enteros tal que

/R f(@) dFy(z) - / f(z) dF (z)

> € para todon € T.

Por el teorema de Prohorov 4.2.2; existe una subsucesién {F,, } de {F,, : n €
T} tal que {F), } converge débilmente a una funcién de distribucién G. Por
hipétesis, G = F' y se tiene que

/R f(z) dF,(z) — /R f(x) dF(z)  cuando n — oo

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto F), Ny

(b) Si {F,} converge débilmente, la convergencia de las funciones carac-
teristicas es inmediata, pues las funciones costx y sentx pertenecen a Cy(R),
y puesto que e = costx + isentz.

Ahora supéngase que para toda t € R, ¢, (t) tiene un limite finito. Por el
teorema de Prohorov, existe una subsucesion {F),, } y una funcién de distri-

bucion F' tal que F),, 4 F. Si la sucesién original no converge débilmente a
F, se sigue de la parte (a) que existe una subsucesién {F},, } y una funcién

de distribucién G # F' tal que F,, 4 q. Pero, por hipdtesis, [ e"* dF,, ()
e Jp €' dF,, (z) tienen el mismo limite cuando k — co. Por lo tanto

/ o qF () = / o' dG(z) VR,
R R

lo cual implica que F' = G, y esto es una contradiccion. Luego F), N

4.3. Teorema de continuidad de Lévy

Lema 4.3.1 (Desigualdad de truncamiento.). Sea F una funcion de distri-
bucion acotada sobre R, con funcion caracteristica ¢. Entonces existe una
constante k > 0 (independiente de F ) tal que para todo u > 0, se tiene

F(R—(-1/u,1/u)) = flrlzl/u dF(z)

< % Jo (6(0) = Reg(v)) do,

en donde Re(z) es la parte real del niimero complejo z.
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Dem.

%fou(d)(O) — Reg(v)) dv

L[5 (1 —coswvx) dF (x) dv

o1 fo (1 — cosvx) dv dF(x) (Fubini)
f_oo(l —senuz/ur) dF(z)

inf>1(1 —sent/t) fle/u dF(x)

%fmzyu dF(x).

De hecho, infy>1(1 —sent/t) =1 —senl > 1/7 (pues para cualquier ¢, con
[t| > 1,sent/t < senl < 6/7: En efecto, como sent/t es par, basta considerar
t >0.Sit>13, sent/t < |sent|/1,3 < 1/1,3 = 0,76923... < senl =~
0,84, mientras que para 1 < ¢t < 1,3, sent/t es decreciente, probandose la
afirmacién), de manera que podriamos tomar k =7. =m

AVANT

Teorema 4.3.2 (Teorema de continuidad de Lévy.). Sea {F,} una suce-
sion acotada de funciones de distribucion sobre R, y sea {¢,} la sucesion
correspondiente de funciones caracteristicas.

(a) Si F, 4, F, en donde F es una funcién de distribucion con f.c. ¢,
entonces ¢, (t) — ¢(t) para todo t € R.

(b) Reciprocamente, si ¢,(t) — ¢(t) para todo t € R, en donde ¢ es una
funcién (con valores en C) continua en t = 0, entonces ¢ es la funcion

caracteristica de alguna funcion de distribucion F', y ademds F, 4 F.
(Ndétese que si las F,, son f.d.p., entonces F es f.d.p.).

Dem.

La parte (a) se sigue de la definicién de convergencia débil. Para probar
(b), demostraremos primero que, bajo las hipétesis dadas, {F,,} es compacta.
Por el lema 4.3.1, existe una constante £ > 0 independiente de las Fj,, tal
que para todo u > 0

R~ (-1/0,1/0) < & [ (00(0) = Res, (1)

y por convergencia dominada, el lado derecho converge a

hu) = 2 / "(6(0) — Red(v)) du

u
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cuando n — oo. Asi, dado € > 0, escojamos § > 0 tal que |¢(0) — Rep(v)| <
¢/(3k) para todo v, con |v| < §. Eligiendo arbitrariamente 0 < uy < 0,
se tiene que |h(ug)| < €/2. Por el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue, existe ng € N tal que

Fu(R — (=1 /ug, 1/ug)) < - /Ouo(¢n(0) — Regn(v)) dv < ¢/2 + h(ug) < ¢,

Uo
(4.3.1)
para todo n > ng. Por otro lado, para j = 1,--- ,ng—1, tomemos 0 < u < uyg
suficientemente pequeno tal que

F;(R—(-1/u,1/u)) <e.

Puesto que R—(—1/u, 1/u) C R—(—1/uq, 1/uyp), de esta tltima relacién y de
la ecuacién (4.3.1) se sigue que dado € > 0, podemos escoger u suficientemente
pequeno tal que

F,(R—(=1/u,1/u)) <e  V¥n

lo que demuestra que {F,,} es compacta. Luego, por la hipdtesis presente, se
sigue del corolario 4.2.3-(b), que {F,,} converge débilmente a una funcién de
distribucién F'; y por lo tanto, {¢,} converge puntualmente a la f.c. de F.
En consecuencia, como ¢, — ¢ puntualmente, concluimos que ¢ es la f.c. de
F.om

Observacién 4.3.3. El teorema de continuidad de Lévy es quizds la he-
rramienta mas utilizada para demostrar convergencia débil. Esencialmente,

el teorema nos dice que para verificar que F, LN F, basta verificar que las
correspondientes funciones caracteristicas ¢, convergen a la funcion carac-
teristica de F'. Usaremos esta técnica para demostrar el teorema del limite
central (TLC) en el siguiente capitulo. Otras aplicaciones se pueden ver en
la lista de ejercicios de este capitulo.
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4.4. Ejercicios

1. Sean X1, X5, -+ vv.aa. i.i.d. con distribucion uniforme sobre el intervalo
(0,1); es decir, para cada n = 1,2, --, X,, tiene la distribucién F’

Flz) = 0 siz<0
=z si0<z<1
=1 siz>1.

Sea S, = Xj + .-+ X,,. Use el teorema de Lévy para demostrar que

Sp—n/2
—n/ 4, X, cuando n — o0,
Vn/12

donde X ~ N(0,1).

2. Sea i, la medida de probabilidad concentrada en el punto =, € R
(es decir, pu,(B) = 1si z, € B, 0 en caso contrario). Demuestre que

L 4, i siy sélo si o, — x, vy que p debe ser la medida de probabilidad
concentrada en x.

3. Sea Q = [0, 1], y sea u, la medida discreta que asigna la masa 1/(n+1)

a cada uno de los puntos 0,1/n,2/n,--- ,n/n. Demuestre que p, 4, 1L,
en donde u es la medidad de Lebesgue restringida a 2.

4. Use el teorema de Lévy para demostrar el teorema limite de Poisson:
Para cada n € N, sean Xl.(n) vv.aa. independientes tales que

Supéngase que

k)
m . )
;pz- - mix p 0

cuando n — co. Entonces X\ + ... x™

d
kn) X, donde X es una v.a.
de Poisson con parametro .



Capitulo 5

EL TEOREMA LIMITE
CENTRAL

Sean X7, Xs,--- vv.aa. independientes, en donde cada X} tiene media
y varianza finitas my y o7, respectivamente. Sea S, = X; + -+ X,,, n =
1,2,---, de manera que

ES, = ka, ¢ = var(S,) = Za,%.
k=1 k=1

Consideremos la suma normalizada
T, := (S, —ES,)/c, Yn=1,2---,

la cual tiene media 0 y varianza 1. Para evitar casos degenerados, supon-
dremos que ¢, > 0 para todo n suficientemente grande. Sea X* un v.a. con
distribucién normal N(0,1), es decir, la f.d.p. de X* es

1 x
F*(z) = E/ e 12, r € R.

En este capitulo daremos condiciones bajo las cuales T;, N

Los resultados sobre la convergencia T, < X* tienen una larga historia
y se conocen con el nombre genérico de teorema limite central (TLC). El
resultado mas antiguo de este tipo se conoce actualmente como el teorema
de De Moivre-Laplace y se refiere al caso en el que X, X5, -+ son vv.aa.

52
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i.i.d. de Bernoulli con parametro p, digamos

X, = 1 con probabilidad p (0 <p < 1)
= (0 con probabilidad 1 — p.

En esta situacion, se tiene que S, = X; + --- + X,, es una v.a. binomial con
pardmetros n y p, de modo que ES,, = np, y ¢ = npq, donde ¢ :=1—p, y
tenemos:

Teorema 5.0.1 (Teorema de De Moivre-Laplace.). Si X1, X, -+ son vv.aa.
i.1.d. de Bernoulli con pardmetro p, entonces

T, = (S, — np)/+/npq 4 X+ cuando n — o0,

es decir
nh_)rgo P(T, <z) = F*(x), para todo x € R.
Este teorema lo demostré A. De Moivre, alrededor de 1730, para p = 1/2,
y Laplace, en 1812, para 0 < p < 1. A continuacién demostraremos una
version mas general del teorema 5.0.1, pero que, a su vez, es un caso especial
del teorema de Lindeberg 5.2.1 que consideraremos después.

5.1. Teorema Limite Central

Teorema 5.1.1 (Teorema de Limite Central (caso i.i.d.).). Sean Xy, Xo,---
variables i.i.d. con media p y varianza o® finitas (0* > 0). Entonces

ovn ’
en donde S, = X1+ -+ X,,, X* ~ N(0,1).

Dem. Usando el teorema de continuidad de Lévy 4.3.2, demostraremos
que la funcién caracteristica ®,,(t) de la v.a. T, converge, cuando n — oo,
a la f.c. de X*, a saber, e *’/2. Por principio de cuentas, para simplificar
la demostracién, podemos suponer sin pérdida de generalidad, que gy =0y
0? =1 (en caso contrario, aplicamos el teorema a las vv.aa. Y, = (X, —pu)/o,



CAPITULO 5. EL TEOREMA LIMITE CENTRAL o4

las cuales, por supuesto, tienen media 0 y varianza 1). As{ pues, T,, = S,,/\/n,
y si ¢ es la f.c. comun de X7, X, -+, entonces la f.c. ¢, de T,, esta dada por

®,(t) = EexplitT,]

[ 151 Eexpli(77) Xy

ot//n)", n=1,2,---

Puesto que las vv.aa. X tienen segundo momento finito, se sigue del ehjer-

cicio 3 del capitulo de funciones caracteristicas, que las derivadas ¢, ¢” son
continuas y que

¢'(0) = iE(X;) = 0, ¢"(0) = i*E(X?) = —0? = —1.

Luego usando la expansion de Taylor para ¢, obtenemos
o(t) = 1+ ¢(0)t+ 2¢"(0)t2 + o(t?)
= 1—12/2+o(t?),
y por lo tanto ¢,(t) = ¢(t/+/n)" resulta:
$a(t) = (1= t*/2n + o(t*/n))"
para cada t fijo. De la ultima expresion, concluimos que
dn(t) —> 7012, cuando n — oo
paratodot € R. m

Observacién 5.1.2. Para el caso de variables i.i.d. se tiene la siguiente

estimacién de Cramer-Berry-Essen sobre la rapidez de convergencia en el
TLC:

Sean X1, X, -+, variables i.i.d. con media 0, varianza o y tercer mo-
mento E|X1]? < co. Entonces existe una constante C > 0 tal que
CE|X,|?

Fule) = F(@)] < <57
en donde F,, es la f.d.p. de T,,, y F* es la f.d.p. de X* ~ N(0,1). La de-
mostracion de este resultado se puede ver en Gnedenko y Kolmogorov (1968)
[9, pdg. 201]. En esta misma referencia se puede leer que, en 1941, Berry
“demostro”que C' = 1,88. Sin embargo, posteriormente, en 1945, P.L. Hsu
encontro que la “demostracion”de Berry era incorrecta. En todo caso, se sabe
que C' < 3.

Ahora pasaremos al siguiente resultado, demostrado por Y.W. Lindeberg
en 1922.

para todo x € R,
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5.2. Teorema de Lindeberg

Teorema 5.2.1 (Teorema de Lindeberg.). Sean X, Xs, - vv.aa. indepen-
dientes con medias y varianzas finitas my, y o, respectivamente. Sea
S, —ES,
Tn = ( >7
Cy

en donde S, = X1+ -+ X, C,, =var(S,) =Y 1_, 0%, y sea Fy, la f.d.p. de
Xg. Si para cada € > 0 se cumple la condicién de Lindeberg:

L, :=C? Zn:/ (x —my)? dFy(x) =0 (5.2.1)

k=1 Y {zlz—mg|>eCr}

cuando n — oo, entonces T, % X*, en donde X* ~ N(0,1).

Observaciéon 5.2.2. Antes de dmostrar el teorema 5.2.1, veremos alguna de
sus implicaciones, o casos especiales.

(a) Caso i.i.d. Sea X1, Xo,--- wvariables i.i.d. con media m y varianza o>
finitas; véanse, por ejemplo, los teoremas 5.0.1 y 5.1.1. Entonces se

satisface la condicion de Lindeberg (5.2.1) vy, por lo tanto, T, NS
En efecto, si denotamos por F la f.d.p. de X}, entonces, puesto que
my=m para k=1,2,---, y C? = no?, vemos que L, resulta

Ln = # ZZ:I f{x;‘x_m|260\/ﬁ}(x — m)2 dF(x)

cuando n — 0o, pues 0> < oo, y {x : |x —m| > eo/n} | O cuando
n — 00.

(b) Caso uniformemente acotado Sean X1, Xs, -+ vv.aa. independientes ta-
les que | Xi| < M c.p.1. para todo k, y supongase que C, — oo. En-

d
tonces T,, — X*.

Verifiquemos que en este caso se cumple la condicion de Lindeberg
(5.2.1): Puesto que

f{z:kc—mk\ZeCn}(x - mk)z dFy(z) = E {(Xk B mk)zlﬂXk*mk\ZGCn]}

< (MPB(X, il > €Cy)
< % (desigualdad de Chebyshev),
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de aqui se sigue que

1 n  (2M)%a}
Ln < & ka1 "oz
eME 0 d
W — cuanao n — oQ.

(¢) Condicion de Lyapunov. Sean Xy, Xs, - - - vv.aa. independientes con me-
dias my, y varianzas oy finitas. Si se satisface la condicidn de Lyapunov:
para algiun 6 > 0, se tiene que

1
O2+6

n

ZE|Xk —m|*" — 0 cuando n — 00, (5.2.2)
k=1

entonces se satisface la condicion de Lindeberg 5.2.1 vy, por lo tanto,
T, L X*. En efecto, dado € > 0

Ele — mk|2+5 ffooo |I’ — mk|2+5 dFk(l')
f{z:\r—mMZEC‘n} |ZE - mk|6|x - mk|2 dFk(x)

eC? |, (x —my)? dFy(z),

n Hailo—my|>eC}

AVARAVARI

Yy en consecuencia,

Lo = G300 Jimommymecsy (@ = mx)? dFy()
< g Lot EIXp —mu P

De esta tltima desigualdad vemos que (5.2.2) implica (5.2.1).

Demostracién del teorema de Lindeberg 5.2.1. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos suponer que m; = 0 para todo k. Usaremos las siguientes
estimaciones: Si y es cualquier nimero real y z es un nimero complejo con
|z| > 1/2, entonces

(a) e = 1+4iy+0y°/2
(b) e¥ = 1+idy—y*/2+01|y]>/6 (5.2.3)
(¢) m(1+2) = z+06z

en donde 0 y 0; dependen de y, con |0] < 1, 61| <1, y 0 depende de z, con
|0'| < 1; In denota la rama principal del logaritmo.
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Sea ahora ¢y la funcion caracteristica de X, y sea t un nimero real . La
funcién caracteristica g,, de T,, = S,,/C,, es

= H Cbk (t/Cn)

Deseamos probar que

gn(t) — e /2
o equivalentemente que
/24 Ing,(t) = 2/2+ Y In¢y(t/C,) — 0 (5.2.4)
k=1

cuando n — oo. Primero usaremos 5.2.3 (a), (b) para escribir ¢ (t) como
sigue:

alt) = [t dFy(x)
= fmzecn(l + itz + 0t*2%/2) dFy(x)
+ flx‘@n(l +ite — t222/2 + 0, |t*|2]3/6) dF).(x)
(con @y 6, dependiendo de tz, y |0], |61] < 1)
= 1+(t%/2) Junee, 027 dFu(@) — (£%/2) [ 4 cce, @* dFi(2)
+ (|t|*/6) fchn 01|z dFy(x),

puesto que [ 1-dFy(z) =1, [7_ itz dFj(z) = itE(X}) = 0.

Por lo tanto,

() = 1+ () e, 03° AFLD) = () [y, o AFL)

+ (& )fx\qcn O|z|* dFy.(z).
(5.2.5)
Ahora, puesto que

1
‘5/ 02* dFy(x)
|z|>eCh

podemos escribir

%flxbecn 0x* dFy(r) = 0y f‘x|>€cn x? dFy,(z)
B - 920,%0?”]6,

1
< —/ x* dFy(z),
2 |z|>eCh
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con |f2| < 1/2,y en donde

1 / 9
Oppe = —= x* dFy(x).
C?L |z|>eCh,

Anélogamente, tenemos:

’1 fa:\<sC 01‘$| dFk( )‘ %f\xKEC’n ‘37|3 dFk(.T>

eCpx? dFy(z),

IA A

% f\x|<ecn

y en consecuencia, podemos escribir

6f:p\<ec Ozl dFy(z) = 05 f\x|<ecn eCpa? dFy(z)
= 63601?;ﬁnk

con |05] < 1/6, y en donde

1 / 2 2
— x* dFy(x) (<€),
C% |z|<eChr

Luego, la ecuacion (5.2.5) resulta

Bnk =

Ok(t/Cn) = 1+ lnk, (5.2.6)
en donde )
P = Oot>an — %ﬂnk + |t|205€ B (5.2.7)
Ahora, por hipétesis, L, > _; an, — 0 cuando n — oo, y por otra parte,

n

Z(ank + Bnk CQ Z O = 1.

k=1 n k=1
Luego, como S, < €2, se sigue de (5.2.7) que

< 22 3
08X || < E7€°/2+ [t

D ikl < /24|t
k=1
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para todo n suficientemente grande. Por otro lado, usando (5.2.3)-(c) y
(5.2.6), podemos escribir el lado izquierdo de (5.2.4) como

k=1 k=1

con |¢'| < 1. Finalmente, de (5.2.7) y usando el hecho de que

n n
D il < 0 L] > Lt
k=1 k=1

concluimos que dado cualquier 6 > 0 , podemos seleccionar € > 0 (el cual
depende de § y t) tal que

/24 In (14 prpp)| <0
k=1
para todo n suficientemente grande, lo cual implica (5.2.4), y por lo tanto,
T, % X" m

5.3. Teorema de Lindeberg-Feller

Definicién 5.3.1. Para dar una idea de lo que significa la condicion de Lin-
deberg, introduciremos el concepto de despreciabilidad asintdtica uniforme
(d.a.u.). Sean X1, X5, -+ wvv.aa. como en el teorema de Lindeberg 5.2.1. De-
cimos que las vv.aa. (X — my)/C, satisfacen la condicion de d.a.u si para
cualquier € > 0,

lrgix P(| Xy — mg|/C,, > €) — 0 cuando n — o0.
Intuitivamente, esto significa que la contribucion de cada término (X —
my)/Cn es pequena comparada con la suma T, = (S, — ES,,)/C,.

Proposicién 5.3.2. La condicion de Lindeberg implica la condicion de d.a.u.

Dem.

Ln = CTZQ quz:l f{IZIx—Mk|Z€Cn}($ - mk)2 dFk($)
Cr e Ly P Xy — | > €Cly)

>
Z 62 méxlgkgn ]P)(‘Xk — mk]/Cn 2 E).I
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Observacion 5.3.3. La condicion de Lindeberg no es necesaria para con-
vergencia a X*. Para ver esto daremos un ejemplo de una sucesion de vv.aa.

. .y : d
que no satisfacen la condicion de d.a.u., pero que, sin embargo, T, — X*.
Sean X1, Xo, -+ vv.aa. independientes, normalmente distribuidas con media
0 y varianzas o} =1, op = 2872 k > 2. Entonces C> =3 ,_,of =2""' y

X,/Cy es normal con media cero y varianza 1/2. Por lo tanto

i P(IXel/C 2 €) 2 B(Xl/Co 2 ) = 2(1 = F*(ev2)),

en donde F* es la f.d.p. de X* ~ N(0,1). Puesto que el dltimo término es
una constante positiva que no depende de n, concluimos que las vv.aa. Xy /C,,
no satisfacen la condicion de d.a.u. Sin embargo, para todo n, T,, = S,/C,
es una v.a. normal N(0,1), es decir, T,, ~ X* para todo n, de manera que
T, % X~

Aunque la condicion de Lindeberg no es necesaria para convergencia a X*,
resulta que si anadimos la condicion de d.a.u. tenemos el siguiente resultado
que enunciamos sin demostracion.

Teorema 5.3.4. Sean X, Xo, -+ vv.aa. independientes con medias my Yy
varianza oi finitas. Entonces la condicion de Lindeberg 5.2.1 se satisface si y

sdlo st T, ENS'S y las vv.aa. (X —my)/C, satisfacen la condicion de d.a.u.

La suficiencia del teorema precedente se sigue del teorema de Lindeberg
5.2.1 y la proposicion 5.3.2. La demostracion de la necesidad se puede ver,
por ejemplo, en Ash [1], Tucker [16] o Gnedenko y Kolmogorov [9].
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5.4. Ejercicios

1. Sean X7, X5, -- sucesiones arbitrarias de vv.aa. Dado cualquier niime-
ro real ¢, muestre que siempre se pueden encontrar constantes a, y
b, (a, > 0) de tal forma que a,'(X; + --- + X,, — b,) convergen en
distribucion a la v.a. X = c.

2. Sea{X,,:n=1,2,---, k=1,--- n} una sucesion doble de vv.aa., y
sea h, la funcion caracteristica de X,,;. Muestre que los X, satisfacen
la condicion de d.a.u., es decir,

max P(|X,x| >¢€) — 0
1<k<n

cuando n — oo, para cada € > 0, si y solamente si

[éx |hng(u) — 1| — 0

cuando n — 00, y en este caso, la convergencia es uniforme sobre cada
intervalo acotado.

Indicacion: Puede usar la desigualdad de truncamiento establecida en
el lema 4.5.1.

3. Sean X, Xs,--- vv.aa. independientes , definidas como sigue:
X, = =1, con igual probabilidad.

Si k> 1,y c es un numero real fijo mayor que 1,

P(X,=1) = PX,=-1) = 1

P(Xy=k) = P(Xy = —k) = (11

De aqui definimos

I Xk Si |Xk| S\/ﬁ,

Establezca lo siguiente:
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(a) Las X/c, satisfacen la condicién de d.a.u., donde 2 := var(S,),
con S, = X;+---+ X,.

(b) La condicién de Lindeberg falla para las X, pero se cumple para
las X/,. Més aun, si S, :== >, X, entonces S /c, 4 N(0,1),
donde ¢,% := var(S")) ~n_o 1/

(c) P(S, #S!) — 0 cuando n — oc.
(d) cSn/v/n 4 N(0,1), pero S,,/\/n 4 N(0,1) no se tiene.



Capitulo 6
ESPERANZA CONDICIONAL

En este capitulo estudiaremos el concepto de esperanza condicional y sus
propiedades mas importantes. Este concepto extiende el de probabilidad con-
dicional, siendo una herramienta tedrica importante en el desarrollo de la
teoria de probabilidades. En nuestro caso sera tutil en la definicién de mar-
tingala.

Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, C' € §, con P(C') > 0 . En los
cursos basicos de probabilidad se define la probabilidad condicional respecto
o relativa a C' como la medida de probabilidad P(-|C) : § — [0, 1] tal que

P(ANC)

VA€ (6.0.1)

La integral respecto a esta medida de probabilidad es llamada la “esperan-
za condicional relativa a C” y la denotamos por E[-|C]. Asi, si X es v.a.
integrable respeto a P(-|C'), entonces

E[X|C] = /X P(dw|C).
Observacién 6.0.1. Notemos que
1
PAC) — —C/IA dP VAEE,

E[X|C] — /X dP.

63
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Si X es P-integrable, entonces X es P(-|C)-integrable.
En caso de que P(C') = 0 convenimos en poner E[X|C] = 0.

Ahora bien, sea C la sub o-dlgebra de § generada por una particion
numera-ble {C,},, de conjuntos medibles de {2 tal que P(C,) > 0 para cada
n (por ejemplo, si Y es v.a. discreta con valores {c;, }n, Cp, := [Y = ¢,] es una
particién de Q de conjuntos medibles y C = o(Y)).

Dada X una v.a. P-integrable, definimos la v.a. E[X|C] : & — R por:

E[X[C)w) = ) E[X|Cllc,(w)

i=1

= i(ﬁ/c)( d]P’) Ie,(w).

i=1

Puesto que X es P-integrable, se tiene que E[X|C] es también P-integrable,

mas aun
> 1
EIX|C] dP = - X dP I dP
/Q Xic Z<P(Ci)/& )/Q <

i=1
= / X dP.
Q
es decir, E[E[X|C]] = EX.
Maés aun, si C' € C, entonces C' es la uniéon numerable de una subfamilia de
la particién {Cy, },, C' = U;eaCi, luego

/E[X|C] dP = ZE[X|CZ-]/1@(W) dP

1EA

= ZE[X‘Q]P(C@')

ieA
1
por la observacién 6.0.1 = Z( /X dIP’) P(C;)
i€A ]P)<Ci) Ci
- Z / X dP = / X dP
€A G Uiea Ci

:/Xd]P’.
c
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Resumiendo todo lo anterior, tenemos que la v.a. E[X|C] satisface
(a) E[X|C] es C-medible.
(b) [LE[X[C] dP= [.X dP VC eC.

El inciso (b) establece que el promedio 6 valor esperado de la v.a. X sobre los
eventos C' € C se puede obtener como el valor esperado de la v.a. C-medible,
E[X|C] sobre los eventos C' € C, lo que es de suma importancia, puesto que
el comportamiento de X sobre C puede ser obtenido a través de una v.a.
“minimal” que contenga la minima informacién requerida, es decir, que sea

C-medible.

Observacién 6.0.2. St Y es otra v.a. C-medible integrable tal que

/Y dIP’:/X dP VC eC
c c

entonces Y = E[X|C] c.p.1. (0 c.s.), asi pues E[X|C] es unica salvo un con-
junto de probabilidad cero.

En lo que sigue extenderemos este concepto a un marco general de tal
forma que tenga sentido E[X|C], donde C sea cualquier sub o-dlgebra de §.
Para ello necesitamos del teorema de Radon-Nikodym.

6.1. Teorema de Radon-Nikodym

En esta seccién enunciaremos el teorema de Radon-Nikodym que estable-
ce condiciones bajo las cuales se puede tener la existencia de funciones de
densidad para medidas absolutamente continuas respecto a una medida de
probabilidad dada.

Extendemos el concepto de esperanza o promedio de una magnitud alea-
toria respecto a un conjunto de condiciones o magnitudes aleatorias, haciendo
uso del teorema de Radon-Nikodym, permitiendo formalizar y poner bajo un
marco teodrico preciso el concepto de esperanza condicional.

Definicién 6.1.1. Sean (2, F) un espacio medible, v : § — R una funcion.
Decimos que v es una medida signada finita sobre (2, ) si

(i) [v(Q)] < +oo,



CAPITULO 6. ESPERANZA CONDICIONAL 66

(i1) v(0) =0,

(11i) v es aditivamente numerable, es decir, si {A,}, es una familia
numerable disjunta de conjuntos, elementos de la o-dlgebra de §, en-

tonces
v (U An> = ZV(An).

n=1

Ejemplo 6.1.2. Sean (2,§, 1) espacio medido, X : @ — R una funcion
integrable respecto a . Definimos v : § — R como

I/(F):/X du:/X+ d,u—/X_du VF € 5.
F F F

Entonces v es una medida signada finita.

En efecto, aplicando el teorema de Beppo-Levi para series de funciones
medibles positivas, a los integrandos X+ y X, vemos que v es aditivamente
numerable. También es claro que v(0) = 0. Asi, v es una medida signada

finita sobre (2, F).

Definicién 6.1.3. Sea (Q,§, 1) un espacio medido, v una medida signada
finita sobre (2, §). Decimos que v es absolutamente continua a la medida g
y lo denotamos por

v <<,

st vale la implicacion
AeF, wA)=0=vA) =0.

Ejemplo 6.1.4. En el ejemplo 6.1.2, la medida signada v es absolutamente
continua respecto a p. Ast, la medida signada finita del ejemplo 6.1.2 es una
medida signada absolutamente continua respecto a .

Se tiene la siguiente caracterizacién de continuidad absoluta:

Proposicién 6.1.5. Una condicion necesaria y suficiente para que v << p
es que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cada A € F, con p(A) < 0,
entonces v(A) < e.

La demostracion de esta proposicion la podemos encontrar, por ejemplo,
en [4]. De la proposicién 6.1.5 y el ejemplo 6.1.2 se desprende el siguiente
corolario.
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Corolario 6.1.6. (Continuidad absoluta 6 uniforme de la integral)
St X es integrable respecto a i, entonces para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

M(A)<5:>/]X| dp < e.
A
Tenemos una especie de reciproco al ejemplo 6.1.4 anterior en el siguiente

teorema conocido como el teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 6.1.7. (de Radon-Nikodym)

Sea (Q,F, 1) un espacio de medida finita ¢ o-finita, v una medida signada
finita sobre (2,C), (donde C es una sub o-dlgebra de §) tal que v << p.
Entonces existe una v.a. g : Q — R, C-medible, de esperanza finita tal que

I/(F):/g du VF eC.
F

La funcion g es unica salvo igualdad p-casi en todas partes, y se llama la
derivada de Radon-Nikodym de v respecto a i, denotandola por g—z.

Las demostracién del teorema 6.1.7 se encuentra por ejemplo en [1, 4, 5, 15].

Gracias a este resultado, cobra sentido la definicion dada en cursos prece-
dentes sobre variableas aleatorias absolutamente continuas, el cual volvemos
a recoger en la siguiente definicién:

Definicién 6.1.8. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, una variable
aleatoria X : Q0 — R™ se dice ser absolutamente continua si la distribucion
de probabilidad px es absolutamente continua respecto a la medida de Lebes-
gue de R", es decir, si existe fx : R — [0,4+00) funcion Borel-medible tal
que oo fx(ur, -+ up) dug---du, =1y
jx(B) = P(X € B) = / Felun - wn) duy---du, VB € BRY).
B

Notemos que la funcion de distribucion asociada a X viene dada por

FX(xb'",xn):/ / fx(uy, -+ un) dug---du,.

A fx se le llama funcion de densidad de X .
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6.2. Esperanzas condicionales

La definicion de esperanza condicional puede ser desarrollada como sigue.

Sean (Q, §,P) un espacio de probabilidad, C una sub-o-dlgebra de §, X € L!
(no necesariamente C-medible). Definimos

V(C) = /CX dP = E[X1I] VC ecC. (6.2.1)

Claramente v es una medida signada sobre (€2, §) la cual es absolutamente
continua respecto a P. Por el teorema de Radon-Nikodym (ver teorema 6.1.7)
existe Y funcion C-medible tal que

/Y dIF’:/X dP VC eC.
c c

Dicha funcién es tnica salvo un conjunto de probabilidad cero. A Y la deno-
taremos por E[X|C] y es llamada la esperanza condicional de X bajo la sub
o-dlgebra C de tal forma que

V(C):/CIE[X|C] dP YO €C.

En resumen, la esperanza condicional de X dado C, E[X|C], es una va-
riable aleatoria C-medible y estd tinicamente determinada salvo un conjunto
de probabilidad cero, satisfaciendo

/X dIP’:/IEJ[X|C] P VC €.
C C

En lo que sigue estableceremos otras propiedades importantes de espe-
ranza condicional.

Teorema 6.2.1. Sean X una v.a. sobre el espacio medido (2,§,P), C una
sub o-dlgebra de §. Las siguientes propiedades son vdlidas c.p.1. (o casi se-
guramente):

(a) SiC ={0,Q}, entonces E[X|C] = EX.
(b) Si X >0, entonces E[X|C] > 0.
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(c) Si X es C-medible, entonces E[X|C] = X.
(d) Si X =constante= a, entonces E[X|C] = a.
(e) Si X,Y € L', entonces E[aX + bY'|C] = aE[X|C] + DE[Y|C] a,b € R.
(f) Si X <Y, entonces E[X|C] < E[Y|C].
(g9) Sean X,Y, XY € L', X wvariable aleatoria C-medible, entonces
E[XY|C] = XE[Y|C].
En particular E[E[X|C]Y|C] = E[X|C]E[Y]|C].
(h) SiH es independiente de las o-dlgebras o(X) y C, entonces
E[X|o(C,H)] = E[X|C].
En particular si X, H son independientes, entonces E[X|H| =EX.

(i) Sean C; C Co C § sub o-dlgebras de §, entonces
E[E[X|C,]|C:] = E[E[X][C1]|Cs] = E[X|C].

Dem.

(a) Sea h :  — R funcién constante tal que h(w) = E[X] para cada
w € ). Veamos que h es C-medible; en efecto:

penmza- {5 4 B2

VreR,y {Q,0} C C. Como h es C-medible, resta probar que

/XdIP’:/hdIP’ VC e C ={0,0}.
c c
En efecto , si C' =)

IE[X]:/QX dIP’:/Qh dP = E [X]P(Q) = E[X]

/XdIP’—O—/hdIP’
0 0

SiC =0
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Por lo tanto

/XdP:/hd]P’paracadaCGC.
c c

Asi por unicidad de la esperanza condicional E[X|C] = E[X].
(b) Sea h = E[X|C], como X > 0 entonces

/th:/Xd]on vC e C.
c c

Queremos ver que h > 0, en efecto, tomemos C; = {w € Q : h(w) <
0} € C. Entonces

0§/hd]P’§0 = h dP = 0.
Cl Cl

Note que
hIC'1 = hl{weﬂ:h(w)<0} =—h"

/ th:/ —h™ =0.
Ch Ch

Como h~ > 0, necesariamente se tiene que h~ = 0 c. s. (c.p.1.), se sigue
que —h~ =0c.s.y h=h" —h™ = h" de aqui que h > 0.

entonces

(c) Este inciso se sigue de la unicidad casi seguramente de la esperanza
condicional.

(d) Note que [,a dP = [, X dP = [,E[X|C] dP y sabemos que la fun-
cién constante es una funcién C-medible, para toda C o-algebra; por
unicidad de la esperanza condicional, a = E[X]|C].

(e) Note que
/E[ax+mf|0] P = /(ax+mf) dP
C C
_ /aXdIP’Jr/BYdIP
C C
= E[X|C] dP E[YI|C] dP
@/C X|C] +5/C viel

_ /C (aE[X|C] + BE[Y]C]) dP.
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La funciones aE[X|C] + SE[Y|C] y E[aX + B8Y|C] son C-medibles y por
unicidad de la esperanza condicional

ElaX + 8Y|C] = aE[X|C] + SE[Y|C] c.s. 6 c.p.1.

(f) Definamos f := Y —X, f > 0. Usando (b) y (e) se sigue inmediatamente
el resultado.

(g) Sea v(C) = [,Y dP = [ E[Y|C] dP VC € C. Siendo X C-medible,
por un teorema de cambio de variable, asi como la definicién de espe-
ranza condicional, tenemos

/E[XY|C] dIP:/XY dIP:/Xdy:/XIE[Y|C] dP VC eC.
C C C C

Por ser X, E[X|C] funciones C-medibles, se tiene que E[XY'|C] = XE[Y|C]
con probabilidad uno.

(h) Supongamos primero que X > 0y E[X] < +oc.
Notemos que o(C,H) es generada por el m-sistema formado por los
conjuntos de la forma C N H, C € C, H € H. Por inciso (b) arriba
E[X|o(C,H)] > 0y E[X]|C] > 0. Definamos las medidas finitas positivas

u(D) = /D]E[X|G(C,”H)] dP
WD) = /IE[X\C] dP VD € o(C,H)

claramente

M(Q)ZV(Q)Z/QX dP = E[X].

Por independencia de H respecto a o(X) y C, tenemos que para cada
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CelC, HeH

WCAH) = /CQHIE[X\U(C,”H)] dP

= CmHXdP:(/CXdP) (/H dP)
- (/CE[X|C] dIP)/H 4P

_ / E[X|C] dP = v(C N H).

Como consecuencia del lema de las clases de Dynkin (ver, por ejemplo,
[4, Seccién 1.6], se sigue que

/IE[X|0—(C,’H)] d]P’:/IE[X\C] dP VD € o(C, H).

De esta igualdad y del hecho de que E[X|C] es C-medible y
C C o(H,C) luego E[X|C] es o(C,H)-medible, por univocidad de la

esperanza condicional se sigue

E[X|o(C, H)] = E[X]C).

Para el caso general de X una v.a. arbitraria tal que E[X]| < 400 basta
poner X = X — X~ considerar el inciso (e) precedente, y lo hecho
para el caso de v.a. positivas:

&=

E[X|o(C,H)] =
= E
= E

Xt —X"|o(C,H)]
Xto(C,H)] —E[X |o(C,H)]
XF|c] - E[X[C]

[
[
[
[X[C].

|
&=
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(i) Sea Y = E[X|Cy] y C € Cy. Note que

/E[Y|Cl] P = /YdP
Cl Cl
= /E[X|C2] P
Cy

= X dP (ya que C; € Cs)
Cy

= /C E[X|C,] dP.

Por unicidad de esperanza condicional, dado que E[Y'|C;], E[X|C;] son
C;-medibles, entonces E[E[X|Cy]|C1] = E[X|Cy].
Laigualdad E[E[X|C,]|Cs] = E[X|Cy] se sigue del inciso (c), pues E[X|C4]
es Cy medible ya que C; C Cy. m
Las demostraciones que hemos hecho son estandares, y podemos encontrarlas
por ejemplo en [1, 5, 16].
Observacién 6.2.2. Sean X € Li(Q,F, P), € una sub o-dlgebra de §. Si
E[X|€] < E[X] c.p.1., entonces E[X|€] = E[X] c.p.1.
En efecto:
Sea Y = E[X] — E[X|€] > 0 c.s., notemos que

/QY dP = /QIE[X] dP—/QE[X]C] dP
_ EXPQ) — /Q X dp

= 0 c.s.

SiendoY >0 c.p.1., se sigue sin mds que Y = 0 c.s., es decir, E[ X |€] = E[X]
c.p.1.

A continuacion veremos un teorema que sera 1til para variables aleatorias
discretas.

Teorema 6.2.3. Sean € una sub o-dlgebra de § generada por eventos dis-

guntos {B1, Ba, ..}, donde P(B,,) > 0 para cada n € N, tal que Q = U2, B,

entonces para cada n y para cada w € B, E[X|€](w) = EI[P,)({éfS“L].




CAPITULO 6. ESPERANZA CONDICIONAL 74

E[XIp]
P(B;)
una subsucesién de 1nd1ces {n;} tal que C = J; B,,;. De aqui

/Wd]P’ - Z Wd]P’:Z/IanWd]P
c — J By, :
_ Z]EX]B E[XIc] = /XdIP’

Dem. Sea W = Z

Ip,. Sea C' € € arbitrario, entonces existe

Puesto que W es €-medible entonces W = E[X|€] c.p.1. =

Como una aplicacién inmediata de la esperanza condicional, podemos
extender la nocién de probabilidad condicional respecto a un evento, a la
probabilidad condicional respecto a una o-algebra como sigue:

Definicién 6.2.4. Sean C C F una sub o-dlgebra de §, A un evento, elemen-
to de §. Definimos la probabilidad condicional de A respecto a la o-dlgebra
C, P(A|C), como sigue

P(A|C) := E[I14]|C].

Como la esperanza condicional es una funciéon C-medible, entonces la pro-
babilidad condicional es una funciéon C-medible.

En particular, si C es numerablemente generada por una familia {A,},
de eventos disjuntos a pares tal que P(A,,) > 0 para cada n, tenemos que

P(AIC)(w) =) _ %un (w)-

n=1

Notemos que estamos extendiendo la nocién de probabilidad condicional
dada en (6.0.1) a través de una variable aleatoria C-medible.
En seguida mencionaremos algunas propiedades de la probabilidad condicio-
nal, cuyas demostraciones se encuentran en las referencias ya citadas [1, 5, 16].

Propiedades de la probabilidad condicional
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(a) P(A|C) > 0 para todo A € §.
(b) P(QIC) =1, P(Q|C) = 0.

(c) Sean Aj, A,, ... eventos disjuntos en §, entonces

P(JAnlc) =) P(ALC).

6.2.1. Formas condicionales de los teoremas de la con-
vergencia mondtona, convergencia dominada y
lema de Fatou

En esta parte se estableceran las versiones andlogas del teorema de la
convergencia monoétona, lema de Fatou, teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue para esperanzas condicionales; herramientas que son necesarias
para la teoria que se estudiara en el siguiente capitulo. Usaremos los siguientes
textos como referencia, de los autores: Ash [1], Dudley [5] y Tucker [16].

Teorema 6.2.5. (Forma condicional del teorema de la convergencia
mondtona.) Sea { X, }, una sucesion creciente de variables aleatorias posi-
tivas tal que X, —=— X, con X, X, € L' para cada n. Entonces para

n—oo
cualquier C sub o-dlgebra de §

E[X,|C] === E[X]C].
n—oo
Dem. Como 0 < X, < X,,1; < X para cadan € N, y X con esperanza

finita, entonces X,, tiene esperanza finita para cada n € N. Por el inciso (f)
del teorema 6.2.1, tenemos

0 < E[X,|C] <E[X,+1|C] <E[X]|C] Vnc.s.
entonces lim,, ., E[X,|C] existe c.s. y ademds es C-medible. Resta demostrar

que para cada C' € C

n—oo

/UMEWMDW:/MMQW.
C C
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Sea Y = lim,, ., E[X,|C] ¥ Y,, = E[X,,|C], por el teorema de la convergencia
monoétona de Beppo-Levi

/YdIP’ = lm [ Y, dP= lim | E[X,|C] dP
C

n—oo C n—oo C

= lim [ X, dP (por definicién)

n—oo C

= / X dP (Teorema de Beppo-Levi)
c

- /C E[X]|C] dP

Por unicidad de la esperanza condicional se sigue que lim,, . E[X,|C] =

E[X|C]. m

Teorema 6.2.6. (Forma condicional del lema de Fatou.)
Sea { X, }n una sucesién de variables aleatorias positivas en L'. Si C es una
sub o-dlgebra de §, tal que E(liminf X,,) < +o00, entonces

n—oo

E[liminf X,|C] < liminf E[X,|C] c.p.1.

n—oo n—o0

Dem. Sea Z,, = inf>, Xj. Asi Z,, es una sucesion creciente de variables
aleatorias positivas, tales que

liminf X,, =lim Z,, c.p.1.

Por el Teorema anterior (teorema 6.2.5) se tiene
E[Z,|C] 2= E[lim inf X,,|C]. (6.2.2)
n—oo n

Por otro lado, note que Z, < X para cada k > n. Por el inciso (f) del
teorema 6.2.1
E[Z,|C] < E[X|C].

Luego
E[Z,|C] < gf E[Xk|C]. (6.2.3)

De las relaciones (6.2.2) y (6.2.3) se sigue lo que se quiere demostrar. m
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Teorema 6.2.7. (Forma condicional del teorema de la convergen-
cia dominada de Lebesgue.) Sean Y,{X,}, una sucesion de variables
aleatorias, satisfaciendo |X,| <Y c.p.1. para cada n, con Y, X, € L' pa-

s C.S. .
ra cada n. Supongamos ademdas que X, —— X. Luego si C es una sub
n—oo

o-dlgebra de §, entonces

E[X,|C] =2 E[X]C].

n—o0

Dem. Supongamos que las hipotesis anteriores se cumplen para toda
w € Q, y también que Y > 0. Entonces {Y + X,,},, es una sucesién de
funciones medibles positivas tal que

lfm (Y 4+ X,) =Y + X.

n—oo

Entonces por el teorema anterior (teorema 6.2.6)

E[lim inf (Y + X,)|C] < liminf E[Y + X,,|C] c. s.

n—oo n—o0

De aqui se sigue que

E[X|C] = Eliminf X,,|C] < liminf E[X,,|C] c. s. (6.2.4)
n—oo

n—oo

De manera similar para la sucesion {Y — X, },, se demuestra que

Elliminf (Y — X,,)|C] < liminf E[Y — X,,|C] c. s.
n—o0

n—0o0

lo que implica que

E[X|C] = E[lim sup X,,|C] > limsup E[X,,|C] c. s. (6.2.5)

n—oo n—o0

De las relaciones (6.2.4) y (6.2.5) se tiene el resultado. =

6.2.2. Forma condicional de la desigualdad de Jensen

En este apartado, daremos un breve repaso sobre las funciones convexas,
para después dar lugar a la desigualdad de Jensen para esperanzas condicio-
nales.



CAPITULO 6. ESPERANZA CONDICIONAL 78

Figura 6.1: Representacion geométrica de una funcién convexa.

Definicién 6.2.8. Sea I un intervalo y g : I — R una funcion. Se dice que
g es una funcién convexa si para cada x,y € I, A € (0,1) se satisface la
desigualdad

gz + (1= Ny) < Agla) + (1 — Ng(y).

Enunciamos algunas propiedades de las funciones convexas, estudiadas
en los cursos de calculo y andlisis. Un estudio sistematico de las funciones
convexas se tiene en el texto de Royden [15].

Propiedades de las funciones Convexas
» Una funcién g es céncava si satisface la desigualdad contraria de la
definicion; es decir, si g es convexa entonces —¢g es concava.

» Toda combinacién lineal con coeficientes positivos de funciones conve-
xas es una funcion convexa.

s Toda funcién convexa es continua.

» Toda funcién convexa g : (a,b) — R es monétona sobre R, 6 bien
existe un xo € (a,b) tal que g es decreciente sobre (a, x| y creciente
sobre [xg,b).

» Sig: (a,b) — R es una funcién convexa, entonces para cada xg €
(a,b) existe una recta y = m(x — o) + g(x¢) que siempre estd por
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debajo de la grafica de g; es decir,
m(z — o) + g(xo) < g(x) VYV € (a,b).

Dicha recta la llamaremos recta de soporte en el punto xy y siempre
estard por debajo de la gréafica de g.

Teorema 6.2.9. (Forma condicional de la desigualdad de Jensen)
Sea g : R — R una funcion convexa, y sea X una variable aleatoria tal que
X,9(X) € L'. SiC es una sub o-dlgebra de §, entonces

9(E[X|C]) < E[g(X)[C] c.s.
La demostracién de este teorema podemos encontrarla por ejemplo en [5, 15,
16]. Sin embargo haremos un bosquejo de dicha prueba.

Dem. Considere la recta de soporte en el punto xy que debe estar por
debajo de la grafica de g de tal forma que:

g(zo) + m(x —x9) < g(z) VzxeR (6.2.6)

donde m es la pendiente de dicha recta de soporte que pasa por el punto
(x()ag(x()))'

Consideremos particularmente zo := E[X|C] y © = X, sustituyendo en
(6.2.6) obtenemos

g (E[X[C]) + m(X — E[XIC]) < g(X). (6.2.7)

Tomando la esperanza condicional respecto a C de ambos lados de la des-
igualdad (6.2.7), para el lado izquierdo se tiene

g (E[X]C]) + mE[(X — E[X|C])|C] = ¢ (E[X|C]) (6.2.8)

ya que E[(X — E[X]C])|C] = 0. Por otro lado al calcular la esperanza condi-
cional del lado derecho de la desigualdad (6.2.7) se tiene E[g(X)|C] y por lo
tanto de las ecuaciones (6.2.7) y (6.2.8) se tiene que

g (E[X][C]) < E[g(X)[C].
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Consecuencia: ‘IE[X]CH < E[|X\|C}

Notacién: Sean X,Y variables aleatorias, X con esperanza finita. Denota-
mos E[XY] a la esperanza condicional E[X|o(Y')]. En general, si Y1,Y5,...,Y,,
son variables aleatorias, E[X|Y1,---,Y,] denotarda a E[X|o(Y3,---,Y,)]. Si
{Y,}aea es una familia de variables aleatorias, E[X |{Y,}aca] denotard a
E[X|o({Ybacn))-

Concluimos este apartado considerando un caso particular para la existencia
de densidades condicionales.

Sean X € L!, Y una variable aleatoria. Para cada B € B(R), definamos a ¢
por
o(B) = X dP (6.2.9)
[YeB]
Es claro que ¢ es una medida signada finita boreliana. Consideremos la me-
dida de distribucién de Y, uy, es decir,

py(B) =P[Y € B] para cada B € B(R).

Claramente ¢ es una medida absolutamente continua respecto a py por lo que
podemos aplicar el Teorema de Radon-Nikodym (teorema 6.1.7). Definimos
E[X]Y = y] como la funcién Borel medible que estd inicamente determinada
excepto sobre un conjunto A con py(A) = 0 por

o(B) = [ BIXIY = 3] dur (o). (6.2.10

Notemos que E[X|Y = y] es la derivada de Radon-Nikodym de ¢ con res-

pecto a py, es decir,

E[X]Y = y] = 22 ().

d[,by
A E[X|Y = y] se llamard la densidad condicional de X dada la condicién
Y =y.

Ahora mostraremos la coneccion entre esta definicién de esperanza condicio-
nal y la precedente.
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Teorema 6.2.10. Sea X € L' y sea Y una variable aleatoria. Si g es la
funcion definida en (6.2.10), es decir, g(y) = E[X|Y = y], entonces g(Y') =
E[X|Y] c.p.1.

Dem. Como g es una funcion Borel medible y ademas tenemos que g,
E[X]Y] son o(Y)-medibles. Necesitamos demostrar

/g(Y) dIP’z/E[X|Y] dP VO € o(Y).
C C

De la definicién de E[X Y], inicamente necesitamos demostrar que

/Cgo/) dIP—/CX P YC € o(Y).

Para cada C' € o(Y') existe un B € B(R) tal que
C=1[Y eB]

Entonces por (6.2.9) y (6.2.10)

/Cg(Y) dP = /[YGB]g(Y) dP
= / 9(y) dpy(y)

B
= X dP.
c

Por lo tanto g(Y) = E[X|Y] c.p.1. =

De manera semejante podemos generalizar el resultado anterior establecien-
do:

Teorema 6.2.11. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad,
Y1,Y5, .Y, X :Q—R
variables aleatorias. Supongamos que E|X| < +oo, entonces eziste

g:R"—R
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una funcion Borel-medible tal que

E[X|Y1,.... Y] = g(Y1, ... Y,).
Dicha g es unica py -casi seqguramente, donde Y es el vector aleatorio definido

comoY = (Yi,--+,Y,), uyy =PoY 1
Dicha g se denotard por g(yi,..,yn) = E[X|Y1 = y1, ..., Yo = yn].

Dem. Recuerde que o(Y) = Y }(B(R")). Sea B € B(R") y sea

v(B) = / X dP para cada B € B(R")
Y=1(B)

v es medida signada sobre B(R") y es finita pues E[|X|] < oo, veamos que
v << py, en efecto, sea By € B(R") tal que uy(By) = 0 lo que implica que

0=py(Bo) = P (B))
— Y !(B,) es P despreciable
- V(Bo) =0

por lo tanto, v << uy; por el teorema de Radon Nikodym (teorema 6.1.7)
existe una unica g : R" — R tal que

v(B) = /g(yl,..,yn) y d(yi, - Yn)
B
g(y1> "ayn)[B(yla .-,yn) dPOY_l

g(Y)Ip(Y) dP

por lo tanto fy,l(B) X dP = fY*l(B) g(Y) dP. De aqui se sigue que

/ E[X|Yi, ..., Y,] dP = / g(Y) dP
Y-1(B) Y-1(B)
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es decir,
/ E[X|V:,...,Y,] dP = / g(Y) dP para cada C € o(Y).
C C

Como E[X|Y1, ..., Y,],9(Y) son o(Y)-medibles, entonces

E[X|Yi, ..., Y,] = g(Y) = g(Yi, ..., ;).

Ejemplo 6.2.12. Sean XY : Q — R variables aleatorias, X funcion inte-
grable, (X,Y) : Q — R? absolutamente continua, con funciones de densidad
fv, fxy respectivamente. Mediante un cdlculo elemental usando la relacion
(6.2.10) obtenemos que

Ty xy(x, dx

para aquellas y € R tal que fy(y) > 0.
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6.3.

1.

Ejercicios
Sea X € Li(Q2,F,P) v.a. integrable, y sea B una sub-sigma &lgebra de
§. Definamos

©(B) = / X dP, para todo B € ‘B.
B

Pruebe que ¢ es una medida signada finita sobre (£2,B,P), la cual es
absolutamente continua con respecto a la restriccion de IP sobre (€2, B).

Sean X,Y € L1(Q,B,P). Pruebe que X =Y c.s. si y sélo si

/XdIP’:/Yd]P’, para todo B € ‘B.
B B

Pruebe que toda funcién convexa es continua.

Pruebe que si g : R — R es una funciéon convexa, entonces 6 bien g
es mondtona, 6 existe un punto zy € R tal que g es decreciente en el
intervalo (—oo, x|, y creciente en el intervalo [z, 00).

Sea (€2,2(,P) el espacio de probabilidad del intervalo unitario, y sea B

la sub-sigma dlgebra generada por los intervalos {[0, 7], (3, 2], (3,1}, v

sea X (w) = w? para todo w € Q = [0,1]. Demuestre que E[X|B] se
puede expresar como

E[X‘%] - all[o’i] + 0/2[( + ag[(gyl].

12
Z7§]
Calcule las constantes aq, as, as.

SiY es una v.a. discreta tal que P(Y = y,,) > 0 paracadan =1,2,---,
y Y o P(Y =y,) =1 Dado X € L(Q,§,P), definamos ¢ : R — R

Ccomo .
Jo X dP([Y =u]) si y =y

0 siy & {yn}-
Pruebe que ¢(y) = E[X|Y = y] py-c.s.

o(y) =

Pruebe las afirmaciones hechas en el ejemplo 6.2.12.
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