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5. EL TEOREMA LÍMITE CENTRAL 52
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Caṕıtulo 1

LEYES 0− 1.
CONVERGENCIA DE
SERIES DE VV.AA.

1.1. Ley 0− 1 de Kolmogorov

Definición 1.1.1. Sean {X1, X2, · · · }, una sucesión de variables aleatorias
(vv.aa.), y sea Fn la σ-álgebra generada por las variables {Xn+k : k =
0, 1, · · · }, es decir, Fn := σ{Xn, Xn+1, · · · }. La σ-álgebra F∞ := ∩∞n=1Fn
se llama la σ-álgebra cola de la sucesión de vv.aa. {Xn}. Un evento A ∈ F∞
se llama evento cola, y si X es una v.a. F∞-medible, entonces diremos que
X es una función cola con respecto a {Xn}.

Observación 1.1.2. Intuitivamente, un evento (o función) cola es aquel
cuya ocurrencia o no ocurrencia no vaŕıa con ningún cambio finito de las
Xi’s, es decir, no depende de ningún número finito de sus “coordenadas”Xi’s.

Ejemplo 1.1.0.1.

(a) Sea {Bn} una sucesión de borelianos de R. Entonces

A := ĺım sup
n→∞

[Xn ∈ Bn]

es un evento cola. En efecto, note que

A = ∩∞m=k(∪∞n=m[Xn ∈ Bn]) ∈ Fk ∀k ∈ N.

1
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Entonces A ∈ ∩∞k=1Fk = F∞, es decir A es evento cola. De aqúı se sigue que
B := ĺım infn→∞[Xn ∈ Bn] es también un evento cola.

(b) Las vv.aa. ĺım supn→∞Xn y ĺım infn→∞Xn son funciones cola. En efecto,

ĺım sup
n→∞

Xn = ı́nf
m∈N

sup
n≥m

Xn = ı́nf
m≥k

sup
n≥m

Xn ∀k ∈ N,

de donde ĺım supn→∞Xn es Fk-medible para todo k ∈ N. Entonces ĺım supn→∞Xn

es ∩∞k=1Fk = F∞-medible.

(c) Sea A := {ω ∈ Ω : existe ĺımn→∞Xn(ω) ∈ R}.

Lema 1.1.3. (Teorema de aproximación.) Sean (Ω,F ,P) un espacio de pro-
babilidad, F0 una álgebra de subconjuntos de Ω tal que F = σ(F0) y µ una
medida σ-finita sobre F0, es decir, existe una sucesión {Cn} de subconjuntos
de Ω elementos de F0 satisfaciendo:

(a) Ω = ∪∞n=1Cn;

(b) µ(Cn) <∞ para todo n ∈ N.

Entonces ∀ε > 0, y ∀A ∈ F , con µ(A) <∞, ∃B ∈ F0 tal que µ(A∆B) < ε.

Dem.
Parte I. En esta parte supondremos que (Ω,F ,P) es un espacio de me-

dida finito. En esta parte demostraremos que: ∀ε > 0, y ∀A ∈ F , ∃B ∈ F0

tal que µ(A∆B) < ε, donde A∆B es la diferencia simétrica entre A y B,
definido por A∆B := A−B ∪B − A.

Definimos

H := {A ∈ F : ∀ε > 0∃B ∈ F0 tal que µ(A∆B) < ε}.

Afirmamos que H es una σ-álgebra sobre Ω. Claramente F0 ⊂ Ω ⊂ F , de
donde Ω ∈ F0 implica necesariamente que Ω ∈ H, además, como A∆B =
CA∆CB, se sigue que H es cerrado bajo complementación. Resta probar que
H es cerrado bajo uniones numerables.

Sea {An} una sucesión de conjuntos elementos de la familia H. Definamos
A := ∪∞n=1An. Dado ε > 0 arbitrario, como µ es medida finita, y µ(A) =
ĺımN→∞ µ(∪Nn=1An), existe N0 ∈ N tal µ(A− (∪N0

n=1An)) < ε/2. De aqúı para
cada n = 1, · · · , N0 existe Bn ∈ F0 tal que µ(An∆Bn) < ε/(2N0). Definamos
B := ∪N0

n=1Bn ∈ F0. Entonces
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µ(A∆B) ≤ µ(A∆(∪N0
n=1An)) + µ((∪N0

n=1An)∆(∪N0
n=1Bn))

≤ ε/2 +

N0∑
n=1

µ(An∆Bn)

≤ ε/2 +

N0∑
n=1

ε/(2N0) = ε.

Luego A = ∪∞n=1An ∈ H. Aśı H es una σ-álgebra que contiene a la álgebra
F0 y está contenida en la σ-álgebra F , de donde σ(F0) = F ⊂ H ⊂ F , o sea
H = F , probándose la primera parte.
Parte II. Supongamos ahora que µ es σ-finita sobre F0, es decir, existe una
sucesión {Cn} de subconjuntos de Ω elementos de la álgebra F0 satisfaciendo
los incisos (a) y (b) del enunciado de éste lema. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que {Cn} es sucesión creciente. Luego, dado ε > 0, A ∈ F
con µ(A) <∞, de donde µ(A) = ĺımn→∞ µ(A ∩ Cn), y aśı existe N0 ∈ N tal
que

µ(A)− µ(A ∩ CN0) < ε/2. (1.1.1)

Definimos la medida finita ν : F → [0,∞), por ν(D) = µ(D∩CN0) para cada
D ∈ F . Por la parte I, existe B ∈ F0 tal que ν(A∆B) = µ((A∆B) ∩CN0) <
ε/2 que junto a (1.1.1), definiendo B0 := B ∩ CN0 ∈ F0, se tiene

µ(A∆B0) ≤ µ(A∆(A ∩ CN0)) + µ((A ∩ CN0)∆(B ∩ CN0))

≤ ε/2 + µ((A∆B) ∩ CN0)

≤ ε/2 + ε/2 = ε.

Esto prueba el lema.

Observación 1.1.4. Aplicación. Sea {Xn} una sucesión de vv.aa. y sea
F0 := ∪∞n=1σ(X1, · · · , Xn). Claramente F0 es una álgebra de subconjuntos
de Ω. Definimos F1 := σ(X1, X2, · · · ). Entonces F1 = σ(F0). Por el Lema
1.1.3 para cada ε > 0 y para cada A ∈ F1 existe n ∈ N, y además B ∈
σ(X1, · · · , Xn) tal que P(A∆B) < ε.

Teorema 1.1.5. Ley 0 − 1 de Kolmogorov Sean X1, X2, · · · , vv.aa. in-
dependientes y F∞ la correspondiente σ-álgebra cola. Entonces cualquier
evento cola A ∈ F∞ tiene probabilidad 0 ó 1. Además, cualquier función cola
es constante.
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Dem. Sea A ∈ F∞ evento cola. A grandes rasgos, la idea de la demos-
tración consiste en probar que A es independiente de śı mismo, en cuyo caso,
P(A) = P(A ∩ A) = P(A)2, de donde P(A) = 0, ó bien P(A) = 1.

Usando la notación de la observación 1.1.4, tenemos que si A ∈ F∞,
entonces A ∈ F1 (pues F∞ ⊂ F1). Por el lema 1.1.3, existen {Bn} conjuntos
tales que Bn ∈ σ(X1, · · · , XNn), con {Nn} sucesión creciente de números
naturales divergentes al +∞, tal que P(A∆Bn)→ 0 cuando n→∞.

Como P(A∆Bn) = P(A−A∩Bn) +P(Bn−A∩Bn), se sigue de aqúı que

P(A ∩Bn)→ P(A), y P(Bn)→ P(A) cuando n→∞. (1.1.2)

Por otro lado, comoA ∈ FNn+1 = σ(XNn+1, XNn+2, · · · ), y en consecuencia,A
y Bn son independientes. De los ĺımites en (1.1.2), P(A∩Bn) = P(A)P(Bn)→
P(A)2 = P(A), de donde P(A) = 0 ó P(A) = 1.

Finalmente, sea g : Ω → R una función cola. Entonces para toda c ∈ R,
Ac := [g < c] ∈ F∞. Por la primera parte P(Ac) = 0 ó P(Ac) = 1. Definamos
ahora

k := sup{c ∈ R : P(g < c) = 0}.

Como [g < k] = ∪∞n=1[g < cn], donde cn ↑ k, se sigue inmediatamente que
P(g < k) = 0. De la definición de k se tiene que P(g < k + 1/n) = 1 para
cada n. Poniendo Cn := [k ≤ g < k+ 1/n] = [g < k+ 1/n]− [g < k], se tiene
que P(Cn) = 1, con Cn es sucesión decreciente tal que Cn ↓ [g = k], por lo
tanto

P(g = k) = ĺım
n→∞

P(Cn) = 1.

Observación 1.1.6. La ley 0−1 de Kolmogorov tiene consecuencias muy in-
teresantes. Por ejemplo se sigue que si X1, X2, · · · son vv.aa. independientes,
entonces

P(
∞∑
n=1

Xn converge ) = 0 ó 1;

y
P( ĺım

n→∞
Xn existe ) = 0 ó 1.
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1.2. Ley 0− 1 de Hewitt-Savage

Definición 1.2.1. Sean X1, X2, · · · vv.aa., Fn = σ(Xn, Xn+1, · · · ), n ∈ N.
Claramente, un evento A ∈ F1 es de la forma

[(X1, X2, · · · ) ∈ A′] con A′ ∈ (B(R))∞ =: B∞.

Decimos que A es un evento simétrico si para cualquier permutación T :
{1, 2, · · · } → {T (1), T (2), · · · } que permuta sólo un número finito de coorde-
nadas, se satisface que A = A(T ), donde A(T ) := [(XT (1), XT (2), · · · ) ∈ A′].
En otras palabras, A ∈ F1 es un evento simétrico si y sólo si la ocurrencia
o no ocurrencia de A no se altera por una permutación de un número finito
de las Xi’s.

Observación 1.2.2. Dado n ∈ N, sea ϕn : Ω → R∞ la aplicación ϕn(ω) =
(Xn(ω), Xn+1(ω), · · · ) ∈ R∞ es una función medible de (Ω,F) en (R∞,B∞),
donde B∞ es la σ-álgebra de Borel del espacio topológico producro R∞. Aśı,
Fn = σ(ϕn) = ϕ−1

n (B∞).
Consideremos una permutación T : {1, 2, · · · } → {T (1), T (2), · · · } que

permuta sólo un número finito de coordenadas, y sea el homeomorfismo ϕT :
R∞ → R∞, con ϕT (x1, x2, · · · ) = (xT (1), xT (2), · · · ). Entonces A ∈ F1 es
evento simétrico si y sólo si existe A′ ∈ B∞ tal que

A = ϕ−1
1 (A′) = (ϕT ◦ ϕ1)−1(A′) para toda permutación T. (1.2.1)

Denotemos por Sym el conjunto de todos los eventos A ∈ F1 simétricos. Por
(1.2.1) se tiene que Sym es una subsigma-álgebra de F1. De aqúı, por la
proposición 1.2.3 abajo

F∞ ⊂ Sym ⊂ F1.

Proposición 1.2.3. Cualquier evento cola es simétrico. El rećıproco es falso.

Dem. Sea A un evento cola y sea T una permutación que permuta sólo
las primeras n coordenadas. Puesto que A ∈ Fn+1 podemos escribir A en la
forma [(Xn+1, Xn+2, · · · ) ∈ An+1], por lo tanto

A = [(X1, X2, · · · ) ∈ Rn × An+1] = [(XT (1), XT (2), · · · ) ∈ Rn × An+1],

pues T (k) = k para todo k > n.
El rećıproco es falso. Por ejemplo A = {Xn = 0 para todo n } ∈ F1 es un

evento simétrico pero no es un evento cola porque A /∈ Fn para todo n > 1.
(Recuérdese que, intuitivamente, un evento cola es un evento cuya ocurrencia
o no ocurrencia no se afecta cambiando un número finito de las Xn’s).
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Teorema 1.2.4. (Ley 0−1 de Hewitt-Savage). SeanX1, X2, · · · vv.aa.i.i.d.
Si A ∈ F1 es un evento simétrico, entonces P(A) = 0 ó bien P(A) = 1.

Dem. Por el teorema de aproximación (lema 1.1.3), existenAn ∈ σ(X1, · · · , Xn)
tales que P(A∆An) → 0 cuando n → ∞. Similarmente a como se hizo en
(1.1.2),

P(A ∩ An)→ P(A), y P(An)→ P(A) cuando n→∞. (1.2.2)

También, An se puede escribir como

An = [(X1, · · · , Xn) ∈ Bn], Bn ∈ Bn ∀n,

donde Bn = B(Rn). Por hipótesis, X(T ) = (XT (1), XT (2), · · · ) tiene la misma
distribución que X = (X1, X2, · · · ), y , en consecuencia,

P(A) = P(X ∈ A′) = P(X(T ) ∈ A′).

Puesto que la segunda igualdad se cumple para todo A′ ∈ B∞, tenemos
que

P([X(T ) ∈ A′]∆[X(T ) ∈ Bn}) = P([X ∈ A′]∆[X ∈ Bn]). (1.2.3)

Sea T la permutación que manda (1, 2, · · · , 2n) en (2n, 2n−1, · · · , 1) y T (k) =
k para todo k > 2n, y sea

A(T )n := [X(T ) ∈ Bn] = [(X2n, X2n−1, · · · , Xn+1) ∈ Bn].

Los eventos A(T )n y An tienen la misma distribución. Por (1.2.3), y por
simetŕıa, con A′ tal que A = [X ∈ A′] = [X(T ) ∈ A′],

P(A∆A(T )n) = P(A∆An)→ 0, (1.2.4)

de donde semejante a lo expuesto en (1.2.2)

P(An)→ P(A), y P(A(T )n)→ P(A) cuando n→∞. (1.2.5)

Ahora bien, comoAn∆A(T )n ⊂ (A∆A(T )n)∪(A∆An), entonces P(An∆A(T )n)→
0 por (1.2.4), y puesto que ambas P(An) y P(A(T )n) convergen a P(A), se
sigue que
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ĺımP(An∆A(T )n) = ĺım[P(An) + P(A(T )n)− 2P(An ∩ A(T )n)]

= 2P(A)− 2 ĺımP(An ∩ A(T )n).

Luego P(An ∩ A(T )n) → P(A), pero An y A(T )n son independientes, de
modo que, usando (1.2.5),

P(An ∩ A(T )n) = P(An)P(A(T )n)→ P(A)2,

por lo que P(A) = P(A)2, i.e., P(A) = 0 ó P(A) = 1.

1.3. Convergencia de series de variables alea-

torias

En las leyes de los grandes números se estudia la convergencia de ciertos
tipos de sucesiones de vv.aa. Ahora deseamos ahondar un poco más en el es-
tudio de la convergencia de vv.aa. independientes. El resultado fuerte de este
caṕıtulo es el célebre teorema de las tres series debido a Kolmogorov, el cual
proporciona condiciones necesarias y suficientes de convergencia. Antes pro-
porcionamos el siguiente lema, al que conviene comparar con la desigualdad
de Kolmogorov.

Lema 1.3.1. Sean X1, · · · , Xn vv.aa. independientes con media cero y tales
que |Xj| ≤ C c.p.1., para todo j = 1, · · · , n. Entonces para cualquier ε > 0,

P( máx
1≤j≤n

|Sj| > ε) ≥ 1− (ε+ C)2

Var(Sn)
. (1.3.1)

Por cierto, note que la condición |Xj| ≤ C implica que Var(Xj) <∞.

Dem.
La demostración es igual a la dada en la desigualdad de Kolmogorov.
Definimos los eventos

A := [ máx
1≤j≤n

|Sj| > ε],

y

Ak := [|Sj| ≤ ε, para 0 ≤ j ≤ k − 1, y |Sk| > ε], ∀k = 1, · · · , n,
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donde previamente hemos definido S0 = 0. Los eventos Ak son ajenos a pares
y claramente A = ∪nk=1Ak. Entonces vale

E(S2
nIA) =

n∑
k=1

E(S2
nIAk)

=
n∑
k=1

E{(Sk + (Sn − Sk))2IAk}

=
n∑
k=1

E(S2
kIAk) +

n∑
k=1

E{(Sn − Sk)2IAk}+ 2
n∑
k=1

E{SkIAk(Sn − Sk)},

en donde por las hipótesis del lema, el último término es cero. Ahora bien,
sobre Ak, se tiene que |Sk−1| ≤ ε y, por lo tanto, |Sk| ≤ |Sk−1|+ |Xk| ≤ ε+C
c.p.1. en Ak. Luego, puesto que IAk y Sn − Sk son independientes,

E(S2
nIA) ≤ (ε+ C)2

n∑
k=1

P(Ak) +
n∑
k=1

P(Ak)
n∑

j=k+1

Var(Xj)

≤ ((ε+ C)2 + Var(Sn))P(A), (1.3.2)

pues
∑n

j=k+1 Var(Xj) ≤
∑n

j=1 Var(Xj) = Var(Sn).
Por otro lado,

E(S2
nIA) = E(Sn)2 − E(S2

nIAc

≥ Var(Sn)− ε2P(Ac)

= Var(Sn)− ε2 + ε2P(A). (1.3.3)

Finamelnte, comparando (1.3.2) y (1.3.3), obtenemos que

P(A)((ε+ C)2 + Var(Sn)− ε2) ≥ Var(Sn)− ε2

de donde

P(A) ≥ 1− (ε+ C)2

(ε+ C)2 + Var(Sn)− ε2
≥ 1− (ε+ C)2

(Var(Sn)

lo cual implica la desigualdad deseada.

Observación 1.3.2. En un teorema del curso pasado vimos que si X1, X2, · · · ,
son vv.aa. independientes en L2 tales que

∑∞
n=1 Var(Xn) converge, entonces

la serie
∑∞

n=1(Xn − EXn) converge c.p.1. Este resultado se puede completar
como sigue:
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Teorema 1.3.3. Sean X1, X2, · · · , vv.aa. independientes con media cero y
uniformemente acotadas, es decir, tales que existe una constante C con |Xi| ≤
C c.p.1. para todo i = 1, 2, · · · . Entonces la serie

∑∞
n=1 Var(Xn) converge si

y sólo si
∑∞

n=1Xn converge c.p.1.

Dem. La necesidad se sigue del teorema mencionado en la observación
precedente 1.3.2.

Ahora supongamos que
∑∞

n=1 Xn converge c.p.1., y sea Sn = X1 + X2 +
· · ·+Xn, n = 1, 2, · · · . Entonces la sucesión {Sn} es de Cauchy c.p.1., i.e.

máx
i≥0
|SN+i − SN | → 0 c.p.1. cuando N →∞;

en particular, se tiene la convergencia en probabilidad (recordemos que con-
vergencia c.p.1. implica convergencia en probabilidad): para cualquier ε > 0,

ĺım
N→∞

P(máx
i≥0
|SN+i − SN | > ε) = 0.

Fijemos N tal que ésta probabilidad es menor o igual a 1/2. Por el lema
1.3.1, para cada n ∈ N,

P(máx
i≥0
|SN+i − SN | > ε) ≥ P( máx

0≤i≤n
|SN+i − SN | > ε) ≥ 1− (ε+ C)2∑N+n

i=N+1 Var(Xi)
.

Si suponemos que la serie de las varianzas no converge, entonces el lado
derecho de la última desigualdad tiende a 1 cuando n→∞, lo cual constituye
una contradicción.

Ejemplo 1.3.4. Continuación del problema de los signos aleatorios
En el curso precedente, vimos que si

∑∞
n=1 a

2
n <∞, entonces la serie con sig-

nos aleatorios
∑∞

n=1 anYn converge c.p.1., en donde Y1, Y2, · · · , son variables
i.i.d. con

P(Yn = 1) = P(Yn = −1) =
1

2
.

Rećıprocamente, si
∑∞

n=1 anYn converge c.p.1., entonces an → 0, y por lo
tanto, la sucesión {an} es acotada. Luego, por el teorema 1.3.3, se sigue
inmediatamente que

∑∞
n=1 Var(anYn) =

∑∞
n=1 a

2
n converge.

En el siguiente teorema eliminaremos la hipótesis del teorema 1.3.3, de
que las variables tienen media cero.
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Teorema 1.3.5. Sean X1, X2, · · · , vv.aa. independientes uniformemente aco-
tadas, digamos |Xi| ≤ C c.p.1., para i = 1, 2, · · · . Entonces la serie

∑∞
k=1Xk

converge c.p.1. si y sólo si las series
∑∞

k=1 Var(Xk) y
∑∞

k=1 EXk convergen
(en R).

Dem. (Suficiencia.) Puesto que Xk − EXk son variables independien-
tes con media cero y uniformemente acotadas, se sigue ( de la observación
1.3.2 ó de ) teorema 1.3.3 que la serie

∑∞
k=1(Xk − EXk) converge c.p.1.,

pues
∑∞

k=1 Var(Xk) converge. Luego, si
∑∞

k=1 EXk converge, concluimos que∑∞
k=1Xk converge c.p.1.
(Necesidad.) Supongamos ahora que

∑∞
k=1 Xk converge c.p.1., y consi-

deramos una nueva sucesión {Yk} de vv.aa. (un teorema debido a Kolmogorov
garantiza su existencia), tales que X1, Y1, X2, Y2, · · · , son independientes y
para cada k, Yk tiene la misma distribución que Xk. Entonces las variables
Xk − Yk tienen media cero y variancias

Var(Xk − Yk) = Var(Xk) + Var(Yk) = 2Var(Xk).

Puesto que
∑∞

k=1Xk converge c.p.1., la serie
∑∞

k=1 Yk también converge c.p.1.
y por lo tanto

∑∞
k=1(Xk − Yk) converge c.p.1. Luego, del teorema 1.3.3 se

sigue que
∞∑
k=1

Var(Xk) =
1

2

∞∑
k=1

Var(Xk − Yk) <∞.

De nuevo por el teorema 1.3.3 aplicado a la serie de vv.aa. con media cero
de término general Xk−EXk, se tiene necesariamente que

∑∞
k=1(Xk−EXk)

converge c.p.1., y en consecuencia
∑∞

k=1 EXk converge.

1.4. Teorema de las tres series de Kolmogo-

rov

Recordemos los lemas de Borel-Cantelli.

Lema 1.4.1. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, {An} sucesión de
eventos.

(i) Primer lema de Borel-Cantelli. Si
∑∞

n=1 P(An) <∞, entonces

P(ĺım sup
n→∞

An) = 0.
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(ii) Segundo lema de Borel-Cantelli. Si {An} son eventos independientes y∑∞
n=1 P(An) =∞, entonces

P(ĺım sup
n→∞

An) = 1.

(ii’) El segundo lema de Borel-Cantelli equivale: Si {An} son eventos inde-
pendientes y P(ĺım supn→∞An) < 1, entonces

∑∞
n=1 P(An) <∞.

Proporcionamos el siguiente criterio general de convergencia de series de
vv.aa. independientes.

Teorema 1.4.2. (Teorema de las tres series de Kolmogorov). Sean
X1, X2, · · · , vv.aa. independientes. Si M > 0 definimos las variables trunca-
das

Xj = Xj si |Xj| ≤M

= 0 si |Xj| > M.

(a) Si
∑∞

j=1Xj converge c.p.1., entonces para cualquier M > 0, las tres
series

∞∑
j=1

P(Xj 6= Xj),
∞∑
j=1

Var(Xj), y
∞∑
j=1

EXj

convergen (en R).

(b) Si para algún M > 0 , estas tres series convergen, entonces
∑∞

j=1 Xj

converge c.p.1.

Dem. (a) Si
∑∞

j=1Xj converge c.p.1., entonces Xj → 0 c.p.1. cuando
j →∞. Por lo tanto, para cualquier M > 0, vale

[Xj → 0] ⊂ ĺım inf
j→∞

[|Xj| ≤M ] = ∪N=1 ∩∞j=N [|Xj| ≤M ],

lo que implica que P(ĺım infj→∞[|Xj| ≤ M ]) = 1, equivalentemente, como
[|Xj| > M ] = [Xj 6= Xj],

P(ĺım sup
j→∞

[|Xj| > M ]) = P(ĺım sup
j→∞

[Xj 6= Xj]) = 0. (1.4.1)

Luego, por el segundo lema de Borel-Cantelli,
∑∞

j=1 P(Xj 6= Xj) < ∞. La
convergencia de las otras dos series se sigue del teorema 1.3.5.
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(b) Si las series
∑∞

j=1 Var(Xj) y
∑∞

j=1 EXj convergen para algún M > 0,

entonces una vez más por el teorema 1.3.5 se tiene que
∑∞

j=1Xj converge

c.p.1. Ahora, por hipótesis,
∑∞

j=1 P(Xj 6= Xj) < ∞. Por el primer lema
de Borel-Cantelli, se tiene que vale la relación (1.4.1), o equivalentemente
P(ĺım infj→∞[|Xj| ≤ M ]) = 1. Aśı, dado ω ∈ Ω′ := ĺım infj→∞[|Xj| ≤ M ] ∩
[
∑∞

j=1 Xj converge] (note que P(Ω′) = 1) existe N = N(ω) ∈ N tal que

|Xj(ω)| ≤M ∀j ≥ N,

o sea
Xj(ω) = Xj(ω) ∀j ≥ N,

de donde

∞∑
j=1

Xj(ω) =
N−1∑
j=1

Xj(ω) +
∞∑
j=N

Xj(ω) =
N−1∑
j=1

Xj(ω) +
∞∑
j=N

Xj(ω) ∈ R.

Por lo tanto,
∑∞

j=1 Xj converge c.p.1.
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1.5. Ejercicios

1. Si X es una v.a. no-negativa, pruebe que

∞∑
n=1

P(X ≥ n) ≤ EX ≤ 1 +
∞∑
n=1

P(X ≥ n).

De aqúı pruebe que EX <∞ si y sólo si
∑∞

n=1 P(X ≥ n) <∞.

2. Sean X1, X2, · · · , v.a. i.i.d. de Bernoulli, con

P(X1 = k) = p si k = 1

= 1− p si k = −1. 0 ≤ p ≤ 1, p 6= 1/2.

Demuestre que P(Sn 6= 0 para casi todo n) = 1, en donde Sn = X1 +
X2 + · · ·+Xn.

3. Sean X1, X2, · · · v.a. i.i.d. con media µ finita. Demuestre que para cual-
quier función f : R→ R, f ∈ C(R) se tiene

f(Sn/n)→ f(µ) c.p.1. y en L1.

4. Sean X1, X2, · · · v.a. i.i.d. con media cero y varianza σ2 finita. Demues-
tre que

Sn√
nlog(n)

→ 0 c.p.1.

5. Sea X1, X2, · · · una sucesión de v.a. Pruebe que es de Cauchy c.p.1. si
y sólo si

ĺım
m→∞

P(∪∞j,k=m[|Xj −Xk| ≥ δ]) = 0 ∀δ > 0.



Caṕıtulo 2

CONVERGENCIA EN
DISTRIBUCIÓN

En el curso precedente y en el caṕıtulo precedente consideramos varios
tipos de convergencia de sucesiones de vv.aa. Ahora estudiaremos el concep-
to de convergencia en distribución, el cual es uno de las convergencias más
importantes en la teoŕıa de probabilidad. Muchos de los resultados de mayor
interés en probabilidad y estad́ıstica matemática, aśı como en sus aplicacio-
nes se refieren a este tipo de convergencia. Este caṕıtulo esta basado en la
bibliograf́ıa básica sobre el tema (ver, por ejemplo, [1, 3, 11, 12]).

2.1. Convergencia débil de medidas de pro-

babilidad

En esta sección supondremos que nuestro espacio medible (Ω,F) consiste
en un espacio métrico Ω, con métrica ρ, y F = B(Ω) es la σ-álgebra de los
conjuntos de Borel de Ω, es decir, F es la σ-álgebra generada por los conjuntos
abiertos (o equivalentemente, los conjuntos cerrados) de Ω. Denotaremos por
Cb(Ω) el espacio vectorial normado de todas las funciones continuas acotadas
f : Ω→ R, con la norma ‖f‖ := supx∈Ω |f(x)|.

Definición 2.1.1. Sean P,P1,P2, · · · medidas de probabilidad sobre (Ω,F).
Decimos que {Pn} converge débilmente a P ( en cuyo caso escribimos

14
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Pn
d−→ P) si se satisface que∫

Ω

f dPn →
∫

Ω

f dP cuando n→∞ (2.1.1)

para toda función f ∈ Cb(Ω).

En el teorema siguiente caracterizamos la convergencia débil de medidas
de probabilidad en términos de convergencia sobre conjuntos, para el cual
introducimos el concepto de conjunto P-continuo:

Definición 2.1.2. Decimos que A ∈ F es un conjunto P-continuo si P(FrA) =
0, donde FrA es la frontera del conjunto A.

El siguiente teorema proporciona condiciones equivalentes fundamentales
para la convergencia débil de medidas de probabilidad.

Teorema 2.1.3. (Teorema de Portmanteau.) Las siguientes proposicio-
nes son equivalentes:

(a) Pn
d−→ P;

(b) ĺım supn→∞ Pn(F ) ≤ P(F ) para todo conjunto cerrado F de Ω;

(c) ĺım infn→∞ Pn(G) ≥ P(G) para todo conjunto abierto G de Ω;

(d) ĺımn→∞ Pn(A) = P(A) para todo conjuto Borel P-continuo A de Ω.

Dem. (a) =⇒ (b): Sea F un conjunto cerrado y denotamos por F δ, con
δ > 0, a la δ-vecindad de F , a saber, el conjunto abierto que contiene a F ,

F δ := {x ∈ Ω : ρ(x, F ) < δ}.

Sea ε > 0 arbitrario. Puesto que F δ ↓ F cuando δ ↓ 0, existe δ > 0 tal que

P(F δ) < P(F ) + ε.

Consideremos ahora la función φ : R→ R definido como

φ(t) = 1 si t ≤ 0,
= 1− t si 0 ≤ t ≤ 1,
= 0 si t ≥ 1,

y definamos f : Ω → R por f(x) := φ(ρ(x, F )/δ). Entonces f es continua y
acotada, i.e., f ∈ Cb(Ω). Además,
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(i) f(x) = 1⇐⇒ ρ(x, F ) = 0⇐⇒ x ∈ F ;

(ii) f(x) = 0⇐⇒ ρ(x, F ) ≥ δ ⇐⇒ x /∈ F δ;

También vale la implicación:

(iii) x ∈ F δ − F =⇒ f(x) = 1− ρ(x, F )/δ.

En todo caso, de (i),(ii) y (iii), se tiene que 0 ≤ f(x) ≤ 1 para todo x ∈ Ω.
Además, de (i), si IF es la función indicadora del cerrado F , vemos que
IF (x) ≤ f(x) para todo x ∈ Ω. Luego

Pn(F ) ≤
∫

Ω

f dPn ∀n ∈ N.

Por otro lado, claramente de (ii), f(x) ≤ IF δ(x) para cada x ∈ Ω, lo que
implica ∫

Ω

f dP =

∫
F δ

dP ≤ P(F δ) < P(F ) + ε.

Finalmente, puesto que f ∈ Cb(Ω) y Pn
d−→ P, se sigue que

ĺım sup
n→∞

Pn(F ) ≤ ĺım
n→∞

∫
Ω

f dPn =

∫
Ω

f dP < P(F ) + ε.

Puesto que ε > 0 es arbitrario, la última desigualdad prueba (b).

(b)⇐⇒ (c): Si (b) se cumple, entonces para cualquier abierto G,

P(G) = 1− P(Gc) ≤ 1− ĺım supn→∞ Pn(Gc)
= ĺım infn→∞ Pn(G),

lo cual prueba (c). Un argumento similar prueba que (c) implica (b).

(c) =⇒ (d): Para cualquier A ∈ F ,

P(A) ≥ ĺım supn→∞ Pn(A)
≥ ĺım supn→∞ Pn(A)
≥ ĺım infn→∞ Pn(A)
≥ ĺım infn→∞ Pn(A◦)
≥ P(A◦),
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en donde A y A◦ denotan la adherencia y el interior de A, respectivamente.
Por último, si A es un conjunto P-continuo , entonces

0 = P(FrA) = P(A− A◦) = P(A)− P(A◦),

y por lo tanto, de las desigualdades precedentes se sigue (d).

(d) =⇒ (a): Supongamos ahora que (d) se cumple; deseamos probar (2.1.1)
para cualquier f ∈ Cb(Ω).

Sea f ∈ Cb(Ω), y sean α, β números reales tales que α < f(x) < β para
todo x ∈ Ω. El conjunto de todos los γ tales que P(x : f(x) = γ) > 0 es a lo
más numerable. Dado ε > 0, tómense números αi tales que α = α0 < α1 <
· · · < αk = β, con

αi − αi−1 < ε y P(x : f(x) = αi) = 0.

Si z es un punto frontera del conjunto del conjunto

Ai := {x ∈ Ω : αi−1 < f(x) ≤ αi},

entonces f(z) = αi ó f(z) = αi−1. En efecto, f−1((αi−1, αi)) ⊂ Ai ⊂
f−1([αi−1, αi]), de donde FrAi = Ai − A◦i ⊂ f−1([αi−1, αi] − (αi−1, αi)) =
f−1({αi−1})∪f−1({αi}), y por lo tanto, P(FrAi) ≤ P(x : f(x) = αi−1)+P(x :
f(x) = αi) = 0, por lo tanto, P(FrAi) = 0, de donde Ai es P-continuo pa-
ra todo i = 1, · · · , k. Además, los Ai son eventos ajenos a pares tales que
Ω = ∪ki=1Ai, y se tiene que

k∑
i=1

αi−1Pn(Ai) ≤
∫

Ω

f dPn ≤
k∑
i=1

αiPn(Ai)

aśı como
k∑
i=1

αi−1P(Ai) ≤
∫

Ω

f dP ≤
k∑
i=1

αiP(Ai).

Combinando estas desigualdades y usando el hecho de que Pn(Ai) → P(Ai)
cuando n→∞, vemos que

−
k∑
i=1

(αi − αi−1)P(Ai) ≤ ĺım sup
n→∞

∫
Ω

f dPn −
∫

Ω

f dP ≤
k∑
i=1

(αi − αi−1)P(Ai),
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aśı como

−
k∑
i=1

(αi − αi−1)P(Ai) ≤ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

f dPn −
∫

Ω

f dP ≤
k∑
i=1

(αi − αi−1)P(Ai),

de manera que

−ε ≤ ĺım sup
n→∞

∫
Ω

f dPn −
∫

Ω

f dP ≤ ε;

y

−ε ≤ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

f dPn −
∫

Ω

f dP ≤ ε;

de aqúı se sigue inmediatamente (a).

Ejemplo 2.1.4. Sean x, x1, x2, · · · , puntos en el espacio métrico Ω, y δx, δx1 , δx2 , · · ·
las correspondientes medidas de Dirac: para B ∈ B(Ω),

δx(B) := 1 si x ∈ B,
= 0 si x /∈ B.

Entonces δxn
d−→ δx si xn → x en (Ω, ρ), porque∫

Ω

f dδxn = f(xn)→
∫

Ω

f dδx = f(x),

para todo f ∈ Cb(Ω). Por el teorema de Portmanteau 2.1.3, δxn(A)→ δx(A)
para todo A ∈ B(Ω) boreliano P-continuo. Sin embargo, si A ∈ B(Ω) es ar-

bitrario, entonces δxn
d−→ δx no implica necesariamente que δxn(A)→ δx(A).

En efecto, considere Ω = R, xn ↓ x, A = (−∞, x], entonces δxn(A) = 0 9
δx(A) = 1. Esto también ilustra que δxn

d−→ δx no implica que
∫

Ω
f dδxn =

f(xn)→
∫

Ω
f dδx = f(x) si f no es continua aunque f sea medible y acotada,

por ejemplo tome f = IA con A = (−∞, x].

2.2. Unicidad del ĺımite en la convergencia

débil

Consideremos el siguiente resultado, el cual es una consecuencia del teo-
rema de las clases de Dynkin (ver, por ejemplo, [4, teorema 1.6.2]).
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Teorema 2.2.1. Sean (Ω,F) un espacio medible, C una subcolección de Ω
tal que satisface las siguientes condiciones

(a) Si A,B ∈ C entonces A ∩B ∈ C;

(b) F = σ(C).

Si P,Q son dos medidas de probabilidad tal que P(C) = Q(C) para todo
C ∈ C. Entonces P(F ) = Q(F ) para todo F ∈ F .

Corolario 2.2.1. Supongamos que (Ω, ρ) es un espacio métrico, F := B(Ω)
la σ-álgebra de Borel de Ω, P, Q dos medidas de probabilidad sobre (Ω,F).
Consideremos además C la colección de todos los abiertos de Ω ó la colección
de todos los cerrados de Ω. Entonces:

(a) Si P(F ) = Q(F ) para todo cerrado F de Ω, entonces P = Q sobre
F = B(Ω).

(b) Si P(G) = Q(G) para todo abierto G de Ω, entonces P = Q sobre
F = B(Ω).

Observación 2.2.2. El corolario precedente afirma que toda medida de pro-
babilidad P sobre un espacio métrico (Ω, ρ) está determinada por sus valores
P(F ) sobre conjuntos cerrados F ( o de P(G) sobre los abiertos G). En el si-
guiente teorema se asegura que P también queda completamente determinada
por sus valores integrales

∫
Ω
f dP para todo f ∈ Cb(Ω).

Teorema 2.2.3. Sea (Ω, ρ) un espacio métrico, P,Q dos probabilidades sobre
(Ω,F), con F = B(Ω) la σ-álgebra de Borel de Ω. Supongamos que vale∫

Ω

f dP =

∫
Ω

f dQ ∀f ∈ Cb(Ω),

entonces P = Q sobre F .

Dem. Por el corolario 2.2.1, basta probar que P(F ) = Q(F ) para cual-
quier cerrado F de Ω. Para ello consideramos la función φ : R→ R definida
en la demostración del teorema 2.1.3:

φ(t) = 1 si t ≤ 0,
= 1− t si 0 ≤ t ≤ 1,
= 0 si t ≥ 1,
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y para cada n ∈ N definamos fn : Ω→ R

fn(x) := φ(nρ(x, F )) ∀x ∈ Ω.

Notemos que {fn} es una sucesión decreciente de funciones continuas y aco-
tadas en Cb(Ω) tal que

ĺım
n→∞

fn(x) = IF (x), y 0 ≤ fn(x) ≤ 1 ∀x ∈ Ω.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se sigue de aqúı que

P(F ) = ĺım
n→∞

∫
Ω

fn dP = ĺım
n→∞

∫
Ω

fn dQ = Q(F ).

Corolario 2.2.2. Sean (Ω, ρ) espacio métrico, P,Q,P1,P2, · · · medidas de

probabilidad sobre (Ω,B(Ω)). Si Pn
d−→ P, y Pn

d−→ Q, entoces P = Q. En
otras palabras, si {Pn} converge débilmente, el ĺımite es único.

2.3. Convergencia débil de funciones de dis-

tribución de probabilidad

Las definiciones y resultados anteriores son válidos para medidas finitas
(no necesariamente medidas de probabilidad) arbitrarias sobre un espacio
Borel medible, es decir, un espacio métrico provisto de la σ-álgebra de Borel.

Sin embargo, el caso más usual que tienen amplia aplicación a la teoŕıa
de probabilidad, es suponer que {Pn}, P son medidas de probabilidad sobre
la recta real R provista de la σ-álgebra de Borel. Veremos en esta sección
la importancia de asociar a cada Pn y P sus funciones de distribución de
probabilidad (f.d.p.),

Fn(x) = P((−∞, x]), F (x) = P((−∞, x]), ∀x ∈ R.

En lo que sigue, supondremos que las medidas de probilidad están defi-
nidad sobre (R,B(R)).

Notación. Si F : R → R es un f.d.p. la cual es continua en un punto
x ∈ R, escribimos x ∈ C(F ), donde C(F ) es el subconjunto de R formado
por todos los puntos de continuidad de la f.d.p. F .
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Definición 2.3.1. Sean F, F1, F2, · · · f.d.p.: R→ R. Diremos que {Fn} con-

verge débilmente a F ( lo que denotamos en śımbolos como Fn
d−→ F ) si

vale
Fn(x)→ F (x) ∀x ∈ C(F ).

Teorema 2.3.2. Sean P,Pn, n = 1, 2, · · · , probabilidades sobre (R,B(R)), y

sean F, Fn las correspondientes f.d.p. Entonces Pn
d−→ P si y sólo si Fn

d−→ F .

Dem. Necesidad. Sea x ∈ C(F ) un punto de continuidad de la f.d.p. F .
Entonces P(Fr(−∞, x]) = P({x}) = F (x+)−F (x−) = 0, es decir, el intervalo

(−∞, x] es P-continuo. Puesto que Pn
d−→ P, por el teorema 2.1.3(d), se tiene

que
Fn(x) = Pn((−∞, x])→ P((−∞, x]) = F (x)

cuando n→∞, es decir, Fn
d−→ F .

Suficiencia. Supongamos ahora que Fn
d−→ F . Probaremos que∫

R
f dPn →

∫
R
f dP ∀f ∈ Cb(R). (2.3.1)

Teniendo en mente que toda función monótona posee un conjunto a lo su-
mo numerable de puntos de discontinuidad, dado ε > 0 podemos encontrar
puntos a, b ∈ C(F ) tales que

a < b, F (a) < ε, y F (b) > 1− ε.

Aśı también, tomando una función arbitraria f ∈ Cb(R), escojamos puntos
xi ∈ C(F ) tales que a = x0 < x1 < · · · < xk = b, satisfaciendo

|f(x)− f(xi)| < ε ∀x ∈ [xi−1, xi].

Definamos las sumas

S :=
k∑
i=1

f(xi)[F (xi)− F (xi−1)], Sn :=
k∑
i=1

f(xi)[Fn(xi)− Fn(xi−1)].

Por la hipótesis, Sn → S cuando n→∞. Por lo tanto, observando que

S =
k∑
i=1

f(xi)P((xi−1, xi]) =
k∑
i=1

∫
(xi−1,xi]

f(xi) dP,
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y ∫
R
f dP =

∫
(a,b]c

f dP +

∫
(a,b]

f dP,

y si M > 0 es tal que |f(x)| ≤M para todo x ∈ R, entonces∣∣∫
R f dP− S

∣∣ =
∣∣∣∫(a,b]c

f dP +
∑k

i=1

∫
(xi−1,xi]

(f(x)− f(xi)) dP
∣∣∣

≤ MF (a) +M(1− F (b)) + εP(a, b]
≤ (2M + 1)ε.

Análogamente,∣∣∫
R f dPn − Sn

∣∣ =
∣∣∣∫(a,b]c

f dPn +
∑k

i=1

∫
(xi−1,xi]

(f(x)− f(xi)) dPn
∣∣∣

≤ MFn(a) +M(1− Fn(b)) + ε
→ MF (a) +M(1− F (b)) + ε
< 2(M + 1)ε

para n suficientemente grande. Por lo tanto∣∣∣∣∫
R
f dPn −

∫
R
f dP

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
R
f dPn − Sn

∣∣∣∣+ |Sn − S|+
∣∣∣∣∫

R
f dP− S

∣∣∣∣
Tomando ĺım sup en ambos miembros de la última desigualdad, se tiene que:

ĺım supn→∞
∣∣∫

R f dPn −
∫
R f dP

∣∣ ≤ ĺım supn→∞
∣∣∫

R f dPn − Sn
∣∣

+ ĺım supn→∞ |Sn − S|+
∣∣∫

R f dP− S
∣∣

≤ 2(M + 1)ε+ 0 + (2M + 1)ε.

Siendo ε > 0 arbitrario se tiene que ĺım supn→∞
∣∣∫

R f dPn −
∫
R f dP

∣∣ = 0, es
decir, se cumple el ĺımite (2.3.1).

2.4. Convergencia en distribución de varia-

bles aleatorias

Definición 2.4.1. Sean X,X1, X2, · · · vv.aa., y F, F1, F2, · · · sus correspon-
dientes f.d.p. Decimos que {Xn} converge en distribución a X (y escribimos

Xn
d−→ X) si y sólo si Fn

d−→ F .
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De la definición precedente y del teorema 2.3.2, consideremos vv.aa.X,X1, X2, · · ·
definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,Q). Entonces vemos

que Xn
d−→ X si y sólo si Pn

d−→ P, en donde P,P1,P2, · · · son las correspon-
dientes probabilidades de distribución inducidas por las vv.aa. X,X1, X2, · · · ,
i.e., P = Q ◦X−1, Pn = Q ◦X−1

n .
Por otra parte, puesto que

Ef(Xn) =

∫
Ω

f(x) dPn(x), y Ef(X) =

∫
Ω

f(x) dP(x), ∀f ∈ Cb(R),

se sigue de la definición 2.1.1 y del teorema de Portmanteau 2.1.3, que:

Teorema 2.4.2. Sean X,X1, X2, · · · vv.aa. definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad (Ω,F ,Q). Entonces las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:

(a) Xn
d−→ X;

(b) Ef(Xn)→ Ef(X) para toda f ∈ Cb(R);

(c) ĺım supn→∞Q(Xn ∈ F ) ≤ Q(X ∈ F ) para todo cerrado F de R;

(d) ĺım infn→∞Q(Xn ∈ G) ≥ Q(X ∈ G) para todo abierto G de R;

(e) ĺımn→∞Q(Xn ∈ A) = Q(X ∈ A) para todo A ∈ B(R) tal que Q(X ∈
FrA) = 0.

Como consecuencia del teorema 2.4.2(a), (b), tenemos el siguiente resul-
tado conocido como el teorema de la función continua (ver, por ejemplo, [3,
pág. 26]).

Corolario 2.4.3. Sean (Ω,F ,Q) un espacio de probabilidad, Xn
d−→ X, y

g : R → R una función medible tal que Q(X ∈ Dg) = 0, en donde Dg es el

conjuto de discontinuidades de g, entonces g(Xn)
d−→ g(X). En particular, si

g es continua en R, entonces g(Xn)
d−→ g(X).

Observación 2.4.4.

(1) La convergencia en distribución está completamente determinada por las
f.d.p., o equivalentemente, por las medidas de probabilidad inducidas por las
vv.aa. De aqúı se sigue que, en general, para convergencia en distribución no
es necesario que las vv.aa. estén definidas sobre el mismo espacio de proba-
bilidad.
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(2) Supongamos que X,X1, X2, · · · están definidos en el mismo espacio de
probabilidad. En el ejercicio 3 de la lista de éste caṕıtulo se pide demostrar que
convergencia en probabilidad implica convergencia en distribución. El rećıpro-
co, en general, es falso como se prueba en el ejercicio 4; pero una excepción es
el caso en el que el ĺımite X = a es una constante (ver ejercicio 5). Por otra
parte, puesto que convergencia c.p.1. implica convergencia en probabilidad,
se tiene que

Xn → X c.p.1 implica que Xn
d−→ X.

En general, el rećıproco es falso. Sin embargo, una “especie de rećıpro-
co”muy útil en las aplicaciones es el siguiente resultado conocido como teo-
rema de representación de Skorohod:

Teorema 2.4.5. Si Xn
d−→ X, entonces existe un espacio de probabilidad

(Ω∗,F∗,P∗) y vv.aa. X∗, X∗n, n ≥ 1, sobre Ω∗ tales que X∗n ∼ Xn, X∗ ∼ X,
y X∗n(x)→ X∗(x) para todo x ∈ Ω∗.

Dem. Definamos (Ω∗,F∗,P∗) como el “espacio de Lebesgue”sobre el in-
tervalo (0, 1), es decir, Ω∗ := (0, 1), F∗ := B(0, 1) y P∗ = λ, la medida de
Lebesgue sobre Ω∗.

Si F es la f.d.p. de X, y Fn es la f.d.p. de Xn para todo n ≥ 1, definimos

F−1(x) := ı́nf{t ∈ R : F (t) ≥ x}, ∀x ∈ (0, 1),

y similarmente para Fn. Por último, definimos X∗ := F−1, X∗n := F−1
n sobre

(0, 1), y es fácil verificar que estas vv.aa. satisfacen la conclusión del teorema.
Denotemos por F ∗n la f.d.p. de X∗n, y F ∗ la f.d.p. de X∗. Entonces

F ∗n(z) = P∗(X∗n ≤ z)
= λ({y ∈ Ω∗ : X∗n(y) ≤ z})
= λ({y ∈ (0, 1) : F−1

n (y) ≤ z})
= λ({y ∈ (0, 1) : y ≤ Fn(z)})
= λ((0, Fn(z)])
= Fn(z),

para todo z ∈ R. Esto prueba que X∗n ∼ Xn, y similarmente se obtiene que
X∗ ∼ X.

Claramente se tiene, dado x ∈ Ω∗:

(i) X∗(x) ≤ t⇐⇒ F (t) ≥ x;
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(ii) X∗n(x) ≤ t⇐⇒ Fn(t) ≥ x para cada n ∈ N.

(iii) X∗n, X
∗ : (0, 1)→ R son crecientes en Ω∗ = (0, 1).

(a) Probemos que ĺım infn→∞X
∗
n(x) ≥ X∗(x) para cada x ∈ Ω∗ = (0, 1):

Sea x ∈ (0, 1) y ε > 0. Escojamos un punto de continuidad t ∈ C(F ) de F
tal que X∗(x) − ε < t < X∗(x). De inciso (i) se tiene que F (t) < x, y como
Fn(t)→ F (t), se sigue que existe n0 ∈ N tal que

Fn(t) < x ∀n ≥ n0.

Luego, por (ii), X∗n(x) > t para todo n ≥ n0, de donde

ĺım inf
n→∞

X∗n(x) ≥ t > X∗(x)− ε

para cada ε > 0. Esto prueba que ĺım infn→∞X
∗
n(x) ≥ X∗(x).

(b) Si X∗ es continua en el punto x, entonces probabremos que vale
ĺım supn→∞X

∗
n(x) ≤ X∗(x):

Sean x, x′ ∈ (0, 1) con x < x′, y sea ε > 0 arbitrario. Escojamos un punto
de continuidad de F , digamos t, tal que X∗(x′) < t < X∗(x′) + ε. Ahora,
como X∗(x′) < t, luego F (X∗(x′)) ≤ F (t). Luego de (i), F (X∗(x′)) ≥ x′.
Aśı, x < x′ ≤ F (X∗(x′)) ≤ F (t). Como Fn(t) → F (t), luego existe n0 ∈ N
tal que

Fn(t) ≥ x ∀n ≥ n0.

Por (ii), X∗n(x) ≤ t para todo n ≥ n0, de donde se tiene combinando las otras
desigualdades

X∗n(x) ≤ t < X∗(x′) + ε ∀n ≥ n0,

lo que implica que ĺım supn→∞X
∗
n(x) ≤ X∗(x′) + ε para todo ε > 0. Conse-

cuentemente,
ĺım sup
n→∞

X∗n(x) ≤ X∗(x′).

Como X∗ es continua en x, luego X∗(x′)→ X∗(x) cuando x′ → x. Luego

ĺım sup
n→∞

X∗n(x) ≤ X∗(x) para todo punto de continuidad x de X∗.

(c) Como X∗ = F−1 es aplicación creciente (0, 1) → R, por lo que X∗

posee un número a lo sumo numerable de puntos de discontinuidad D∗. Dicha
colección de puntos al ser a lo sumo numerable, posee medida de Lebesgue
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0, i.e., λ(D∗) = P∗(D∗) = 0. Redefiniendo X∗n, X
∗, al multiplicarlas por 1cD∗ ,

tenemos que X∗n(x) = X∗(x) = 0 para todo x ∈ D∗. Luego de (a), (b) y esta
redefinición, tenemos que

X∗n(x)→ X∗(x) ∀x ∈ Ω∗,

con X∗n ∼ Xn y X∗ ∼ X.

Observación 2.4.6. En el teorema precedente, las variables X,X1, X2, · · ·
pueden no estar definidas en el mismo espacio de probabilidad. Algunas apli-
caciones interesantes del teorema de representación de Skorohod se pueden
encontrar en [3, 13, 14]. Para una generalización a espacios polacos, veáse
por ejemplo [7].

Para aplicaciones de la convergencia débil, se puede ver, por ejemplo,
los libros [2, 3, 11, 12], o el art́ıculo de Iglehart [10]. Para aplicaciones de la
convergencia débil en el estudio de la convergencia de procesos de Markov, ver
por ejemplo, [7]. Para aplicaciones en modelos en matemáticas financieras,
aśı como extensiones del concepto de convergencia débil, se puede ver el texto
[8].
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2.5. Ejercicios

1. Demuestre que Pn
d−→ P śı y sólo si cualquier subsucesión {Pn′} de {Pn}

contiene una subsucesión {Pn′′} tal que Pn′′
d−→ P.

2. Demuestre que si {Xn} y {Yn} son dos sucesiones de vv.aa. tales que

Xn
d−→ X y |Xn − Yn| → 0 en probabilidad, entonces Yn

d−→ X.

3. Sea A ∈ B(R) un boreliano de R tal que P(X ∈ FrA) = 0. Demuestre
que:

(a) Si Xn → X en probabilidad, entonces

P([Xn ∈ A]∆[X ∈ A])→ 0 cuando n→∞.
De aqúı concluya que

(b) Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribu-
ción.

4. Demuestre que convergencia en distribución no implica necesariamente
convergencia en probabilidad. Sin embargo vea el siguiente ejercicio:

5. Sea a una v.a. constante. Demuestre que Xn
d−→ a śı y sólo si Xn → a

en probabilidad.

6. Pruebe que si Xn
d−→ X y Yn

d−→ 1, entonces XnYn
d−→ X.

7. Sea θ una v.a. distribuida uniformemente sobre [0, 2π], y sea Xk :=
sen (kθ), k = 1, 2, · · · . Demuestre que 1

n
Sn → 0 c.p.1., en donde Sn =

X1 + · · ·+Xn.

8. Sea (Ω, ρ) un espacio métrico, F = B(Ω) la σ-álgebra de Borel sobre Ω,
P,P1,P2, · · · medidas de probabilidad borelianas sobre Ω. Demuestre
que

sup
B∈B(Ω)

|Pn(B)− P(B)| → 0 implica que Pn
d−→ P.

Dé un ejemplo mostrando que el rećıproco es falso.

Nota: Si P y Q son dos medidas de probabilidad sobre un espacio me-
dible arbitrario (Ω,F), la función V (P,Q) := 2 supB∈F |P(B)−Q(B)|
se llama la distancia en variación o distancia de Kolmogorov entre las
medidas de probabilidad P y Q.



Caṕıtulo 3

FUNCIONES
CARACTERÍSTICAS

Alrededor del año 1900, el matemático ruso A. M. Lyapunov (1857-1918)
introdujo en la teoŕıa de probabilidad el uso de las transformadas de Fourier.
Lyapunov usó estas transformadas, conocidas en probabilidad con el nombre
de funciones caracteŕısticas, para demostrar el teorema del ĺımite central, y
actualmente constituyen una de las herramientas más usadas para estudiar,
entre otras cosas, convergencia en distribución. Por otro lado, en lugar de
usar transformadas de Fourier se podŕıan introducir transformadas de La-
place (bilaterales) para obtener resultados análogos. Al final de este caṕıtulo
introducimos brevemente la transformada de Laplace de una v.a. X, más
conocida como la función generadora de momentos de X. (ver, por ejemplo,
[1, 6, 11]).

3.1. Funciones caracteŕısticas de medidas de

probabilidad y de vv.aa.

Definición 3.1.1. Sea µ una medida de probabilidad sobre (R,B(R)). La
transformada de Fourier de µ se llama la función caracteŕıstica asociada a
µ. Es decir, la función caracteŕıstica (que abreviaremos como f.c.) de µ es la
función φ : R→ C con valores complejos definida por

φ(t) =

∫
R

exp (itx) µ(dx), ∀t ∈ R.

28
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Si µ = PX es la medida de distribución de probabilidad de la v.a. X, entonces
podemos escribir

φ(t) = E exp (itX) =
∫

Ω
exp (itX) dP

=
∫
R exp (itx) PX(dx),

y decimos que φ es la función caracteŕıstica (f.c.) de X.
Equivalentemente, si F es la f.d.p. asociada a µ (ó a X), decimos que φ

es la función caracteŕıstica de F , y también podemos escribir

φ(t) =

∫
R

exp (itx) dF (x).

Observación 3.1.2. Los casos más usuales en la práctica se presentan cuan-
do X es una v.a. discreta, en cuyo caso su f.c. es de la forma

φ(t) =
∑
x

exp (itx)P(X = x),

y cuando X es absolutamente continua, en cuyo caso la f.c. resulta

φ(t) =

∫ ∞
−∞

exp (itx) fX(x) dx,

en donde fX es la función de densidad de X.

Ejemplo 3.1.3. (a) Supóngase que X tiene una distribución de Poisson
con parámetro λ > 0,

P(X = n) = exp (−λ)
λn

n!
, n = 0, 1, 2, · · · .

Entonces su f.c. está dada por

φ(t) = exp [λ(eit − 1)], ∀t ∈ R.

En efecto
φ(t) =

∑∞
n=0 eitnP(X = n)

= e−λ
∑∞

n=0
(λeit)n

n!

= e−λeλeit = exp [λ(eit − 1)].
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(b) Supóngase que Z tiene una distribución N(0, 1), normal con media 0 y
varianza 1; la densidad de Z es

fZ(x) =
e−x

2/2

√
2π

, ∀x ∈ R.

Entonces su f.c. es

φZ(t) = e−t
2/2, ∀t ∈ R.

En efecto,
φZ(t) =

∫∞
−∞ eitxfZ(x) dx

= e−t
2/2
√

2π

∫∞
−∞ e−(x−it)2/2 dx,

y haciendo el cambio de variable y = x − it se obtiene el resultado
deseado.

(c) Análogamente, considerando la v.a. Y = σZ + µ, con Z distribuida
N(0, 1), es fácil probar que Y tiene distribución normal N(µ, σ2), en-
tonces se puede demostrar que la f.c. de Y es

φY (t) = exp (iµt− σ2t2/2) ∀t ∈ R.

Al final de este caṕıtulo se da una tabla de funciones caracteŕısticas de
algunas de las distribuciones usuales.

3.2. Propiedades de las funciones caracteŕısti-

cas

Teorema 3.2.1. Sea φ : R→ C la f.c. de una v.a. X. Entonces

(a) φ(0) = 1;

(b) |φ(t)| ≤ φ(0) = 1 para todo t ∈ R;

(c) φ es uniformemente continua sobre R;

(d) φ(t) = φ(−t) (donde z es el conjugado de z ∈ C);
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(e) Si Y = a+ bX, con a, b constantes, entonces la f.c. de Y es

φY (t) = eiatφX(bt) para todo t ∈ R.

Dem. (a) φ(0) =
∫

Ω
e0 dP = P(Ω) = 1.

(b) Puesto que |eix| = 1 para cada x ∈ R,

|φ(t)| ≤
∫
R
|eitx| dPX(x) = 1,

en donde PX es la medida de probabilidad inducida por X.

(c) Para cualquier t, s ∈ R

|φ(t+ s)− φ(t)| =
∣∣∫

R eitx(eisx − 1) dPX(x)
∣∣

≤
∫
R |e

isx − 1| dPX(x),

y esta integral no depende de t. Ahora, puesto que 2 ≥ |eisx− 1| → 0 cuando
s→ 0, la proposición (c) se sigue del teorema de convergencia dominada de
Lebesgue.

Las partes (d) y (e) son fáciles y se dejan como ejercicio.

Teorema 3.2.2. Sean X1, · · · , Xn vv.aa. independientes con funciones ca-
racteŕısticas (abreviado ff.cc.) φ1, · · · , φn, respectivamente, y sea φS la f.c.
de la suma S = X1 + · · ·+Xn. Entonces

φS(t) = φ1(t) · · ·φn(t), ∀t ∈ R.

En particular, si X1, · · · , Xn son vv.aa. i.i.d., y su f.c. común es φ, entonces

φS(t) = φ(t)n, ∀t ∈ R.

Dem.
φS(t) = E(eitS)

= E
∏n

k=1 exp (itXk)
=

∏n
k=1 E(exp (itXk))

=
∏n

k=1 φk(t).
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3.3. Independencia de vv.aa. y convolución

de f.d.p.

Observación 3.3.1. El teorema 3.2.2 precedente nos permite calcular la f.c.
de la suma S = X1 + · · ·+Xn , en términos de las ff.cc. individuales de las
v.a. Xj, siempre y cuando estas vv.aa. sean independientes. Conviene men-
cionar que el teorema 3.2.2 se puede escribir en términos de la convolución
de funciones de distribución. Para ello, recordemos que si F y G son f.d.p.,
su convolución se define como

(F ∗G)(x) =

∫ ∞
−∞

F (x− y) dG(y),

y esta operación es conmutativa y asociativa.

Proposición 3.3.2. Si X, Y son vv.aa. independientes con distribuciones
FX y FY respectivamente, entonces la distribución de X+Y es la convolución
de FX y FY , es decir,

P(X + Y ≤ x) = (FX ∗ FY )(x) ∀x ∈ R.

Por la asociatividad de la convolución, el resultado se puede extender a cual-
quier número finito de vv.aa. independientes: Si X1, · · · , Xn son vv.aa. inde-
pendientes con distribuciones F1, · · · , Fn, respectivamente. Entonces la dis-
tribución de S = X1 + · · ·+Xn es la convolución

F = F1 ∗ · · · ∗ Fn.

(Observamos que combinando esta proposición con el teorema 3.2.2, se tie-
ne que la f.c. o transformada de Fourier de una convolución de funciones
de distribución de probabilidades F1, · · · , Fn es el producto de las ff.cc. de
F1, · · · , Fn.)

Dem. Sea f : R2 → R la función definida por

f(r, s) = 1 si r + s ≤ x

= 0 en caso contrario.

Nótese que la función f es la función indicadora del conjunto cerrado {(r, s) ∈
R2 : r + s ≤ x}, y por lo tanto, es Borel-medible. Por independencia, la
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distribución conjunta FX,Y de X y Y es el producto de FX y FY , vale decir,
FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y). Puesto que f(X, Y ) = I[X+Y≤x], vemos que, por
Tonelli

P(X + Y ≤ x) = Ef(X, Y )
=

∫
R2 f(r, s) dFX,Y (r, s)

=
∫
R2 I{(r,s)∈R2:r+s≤x}(r, s) dFX,Y (r, s)

=
∫
R2 I(−∞,∞)(r)I(−∞,x−r)(s) dFX,Y (r, s)

=
∫∞
−∞

(∫ x−r
−∞ dFY (s)

)
dFX(r)

=
∫∞
−∞ FY (x− r) dFX(r).

= (FX ∗ FY )(x).

Corolario 3.3.3. Sean X, Y vv.aa. independientes como en la proposición
3.3.2, y supóngase que X es absolutamente continua con densidad fX , es
decir,

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t) dt, ∀x ∈ R.

Entonces X + Y es absolutamente continua y su función de densidad de
probabilidad es (c.t.p.)

fX+Y (t) =

∫ ∞
−∞

fX(t− y) dFY (y).

Dem. Por el teorema de Tonelli y la proposición 3.3.2, tenemos

FX+Y (x) = P(X + Y ≤ x)
= (FX ∗ FY )(x)
=

∫∞
−∞ FX(x− y) dFY (y)

=
∫∞
−∞

(∫ x−y
−∞ fX(t) dt

)
dFY (y)

=
∫∞
−∞

(∫ x
−∞ fX(t− y) dt

)
dFY (y)

=
∫ x
−∞

(∫∞
−∞ fX(t− y) dFY (y)

)
dt.

Como una aplicación del corolario 3.3.3, consideremos dos vv.aa. inde-
pendientes X y Y σ, en donde X tiene distribución F y Y σ está distribuida
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normalmente con media cero y varianza σ2 (σ > 0), es decir, Y σ tiene distri-
bución

Gσ(x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e−t

2/2σ2

dt, ∀x ∈ R.

Por otro lado, si Fσ denota la f.d.p. de X+Y σ, entonces de la proposición
3.3.2 y el corolario 3.3.3 se sigue Fσ(x) = (F ∗Gσ)(x) tiene densidad

fσ(x) =

∫ ∞
−∞

1

σ
√

2π
e−(x−u)2/2σ2

dF (u). (3.3.1)

Usaremos este resultado en la demostración del siguiente teorema:

3.4. Fórmula de inversión. Fórmula integral

de Fourier

Teorema 3.4.1 (Fórmula de inversión). Sea X una v.a. con distribución F
y f.c. φ. Si a y b son puntos de continuidad de F , con a < b, entonces

F (b)− F (a) = ĺım
σ→0+

1

2π

∫ ∞
−∞

φ(t)e−σ
2t2/2

(∫ b

a

e−itx dx

)
dt.

Dem. Sea Y σ ∼ N(0, σ2), con σ > 0, una v.a. independiente de X. En
el párrafo anterior observamos que la distribución Fσ se X + Y σ es Fσ(x) =
(F ∗Gσ)(x) y tiene densidad fσ(x) dada por (3.3.1).

Ahora bien, como primer paso de la demostración, probaremos que

fσ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφσ(t) dt, (3.4.1)

en donde

φσ(t) = φ(t)e−σ
2t2/2 = e−σ

2t2/2

∫ ∞
−∞

eitu dF (u) (3.4.2)

es la f.c. de X + Y σ (véase el ejemplo 3.1.3-(c) y el teorema 3.2.2). Para
probar (3.4.1), denotemos por gσ(x) la densidad de Gσ(x):

gσ(x) =
1

σ
√

2π
exp (−x2/2σ2).
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Entonces el lado derecho de (3.4.1) resulta, tomando en cuenta (3.4.2),

1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxe−σ
2t2/2

∫ ∞
−∞

eitu dF (u) dt =

(por el teorema de Fubini y denotando por φ1/σ como la f.c. de una v.a.
distribuida N(0, 1/σ2), aśı como de la relación (3.3.1) arriba,)

=
∫∞
−∞

1
2π

∫∞
−∞ eit(u−x)e−σ

2t2/2 dt dF (u)

=
∫∞
−∞

1
σ
√

2π

∫∞
−∞ eit(u−x)g1/σ(t) dt dF (u)

=
∫∞
−∞

1
σ
√

2π
φ1/σ(u− x) dF (u)

=
∫∞
−∞

1
σ
√

2π
e−(x−u)2/2σ2

dF (u)

= fσ(x),

lo cual prueba (3.4.1).
Ahora, integrando (3.4.1) de a hacia b, tenemos:

Fσ(b)− Fσ(a) =
1

2π

∫ ∞
−∞

φσ(t)

(∫ b

a

e−itx dx

)
dt.

Por lo tanto, para completar la demostración, basta probar que

ĺım
σ→0+

Fσ(x) = F (x) si x es punto de continuidad de F . (3.4.3)

Para ésto, notemos primero que, por la desigualdad de Chebyshev, dado
ε > 0, podemos escoger σ > 0 tal que P(|Y σ| ≥ ε) ≤ ε. Para tal σ, vemos
entonces que

Fσ(x) = P(X + Y σ ≤ x)
= P(X ≤ x− Y σ, |Y σ| < ε) + P(X ≤ x− Y σ, |Y σ| ≥ ε)
≤ P(X ≤ x+ ε) + ε = F (x+ ε) + ε,

y también
Fσ(x) ≥ P(X ≤ x− ε, |Y σ| < ε)

≥ P(X ≤ x− ε)− ε
= F (x− ε)− ε.

Finalmente, combinando las últimas dos desigualdades con el hecho de que

F (x− ε) ≤ F (x) ≤ F (x+ ε)

y x ∈ C(F ), donde C(F ) es el conjunto de puntos de continuidad de F , de
donde conclúımos que (3.4.3) se cumple.
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Observación 3.4.2. (1) Si por ejemplo, b /∈ C(F ), entonces el ĺımite en
el teorema 3.4.1 aún existe, pero su valor ya no es F (b) sino

(F (b+) + F (b−))/2.

La misma modificación se aplica a F (a) si a /∈ C(F ).

(2) Como una consecuencia de la fórmula de inversión en el teorema 3.4.1
tenemos que una f.d.p. está determinada en forma única por su f.c. Es
decir, si F y G son dos f.d.p. con la misma f.c. φ, se sigue del teorema
3.4.1 que F (x) = G(x) para todo x ∈ C(F )∩C(G), y por la continuidad
por la derecha de F y G, y por el hecho de que el complemento de
C(F ) ∩ C(G) es a lo sumo numerable, obtenemos inmediatamente que
F (x) = G(x) para todo x ∈ R.

Si en lugar de considerar funciones de distribución consideramos las co-
rrespondientes medidas de probabilidad, concluimos:

Teorema 3.4.3 (Teorema de unicidad). Si P y Q son medidas de probabilidad
sobre (R,B(R)) y su función caracteŕıstica es la misma, es decir,∫

R
eitx P(dx) =

∫
R

eitx Q(dx) para todo t ∈ R,

entonces P = Q.

Ahora, en general, la f.c. de una v.a. no es integrable. Por ejemplo, si X
tiene una distribución exponencial de parámetro α = 1, i.e., si su función de
densidad de probabilidad fX : R→ R es

fX(x) =


e−x si x > 0,

0 si x ≤ 0,

entonces su función caracteŕıstica es

φ(t) =
1

1− it
,

la cual no es integrable. Pero cuando la f.c. es integrable, tenemos como una
consecuencia del teorema 3.4.1 que:
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Corolario 3.4.4. Si φ(t) es la f.c. de una v.a. X y φ ∈ L1, entonces X es
absolutamente continua y su densidad está dada por

fX(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφ(t) dt. (3.4.4)

Aśı pues, en este caso tenemos el “par de transformadas de Fourier”dado
por (3.4.4) y

φ(t) =

∫ ∞
−∞

eitxfX(x) dx. (3.4.5)

A la expresión para fX en (3.4.4) se le llama la transformada de Fourier
inversa de φ. Además, combinando (3.4.4) y (3.4.5) obtenemos la fórmula
integral de Fourier

fX(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−it(x−y)fX(y) dy dt. (3.4.6)

Dem. Puesto que φ ∈ L1, podemos usar el teorema de la convergen-
cia dominada de Lebesgue para intercambiar el ĺımite con la integral en el
teorema 3.4.1. El resultado para a, b ∈ C(F ), a < b, es

F (b)− F (a) = 1
2π

∫∞
−∞ φ(t)

∫ b
a

e−itx dx dt

=
∫ b
a

(
1

2π

∫∞
−∞ e−itxφ(t) dt

)
dx

=
∫ b
a
fX(x) dx,

en donde F es la f.d.p. de X. Puesto que F está determinada por sus puntos
de continuidad, se sigue de la expresión anterior que la función fX en (3.4.4)
es la densidad de F

3.5. Función generadora de momentos

Definición 3.5.1. La función generadora de momentos (f.g.m.) de una v.a.
X se define como

MX(t) = E(etX) =

∫ ∞
−∞

etx dFX(x) (3.5.1)

para valores t ∈ R para los cuales la integral existe. La función MX también
se conoce como la transformada (bilateral) de Laplace de la v.a. X.
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A diferencia de la función caracteŕıstica, la cual está definida para todo t ∈
R, la función generadora de momentos en general sólo existe en subconjuntos
de R. Por ejemplo, si X está exponencialmente distribuida con parámetro
λ > 0, su f.g.m. es

MX(t) = λ

∫ ∞
0

e−(λ−t)x dx =
λ

λ− t
, ∀t < λ.

En general, MX(t) siempre está definida para t = 0, con MX(0) = 1, pero
puede no estar definida para todo t 6= 0. Aśı pues, decimos que X tiene una
f.g.m. si existe t0 > 0 talque MX(t) existe para todo |t| ≤ t0. En este último
caso, se sigue de la expansión de Taylor alrededor de t = 0 para la función
exponencial, que

MX(t) =
∞∑
k=0

tk

k!
E(Xk), |t| ≤ t0.

Por lo tanto, todas las derivadas de MX existen en t = 0 y satisfacen

M
(k)
X (0) = E(Xk), k = 0, 1, 2, · · · . (3.5.2)

Es precisamente esta relación (3.5.2) la que da a MX el nombre de función
generadora de momentos.

La f.g.m. tiene propiedades análogas a la función caracteŕıstica; en parti-
cular, satisface las versiones correspondientes del teorema 3.2.2 y del teorema
de unicidad 3.4.3.

En la siguiente tabla proporcionamos las funciones caracteŕısticas de al-
gunas distribuciones importantes, tanto discretas como absolutamente con-
tinuas.
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Distribución Función caracteŕıstica

Poisson con parámetro λ > 0: φ(t) = eλ(eit−1)

P(X = k) = e−λλk/k!, k = 0, 1, · · ·
Binomial con parámetros N y 0 < p < 1 φ(t) = (1− p+ peit)N

P(X = n) = N !
(N−n)!n!

pn(1− p)N−n, n = 0, 1, · · · , N
Geométrica con parámetro 0 < p < 1 φ(t) = p(1− qeit)−1, q = 1− p
P(X = n) = p(1− p)n, n = 0, 1, · · ·

Normal con paráms. µ ∈ R y σ2 > 0, N(µ, σ2): φ(t) = exp (iµt− 1
2
σ2t2

f(x) = (2πσ2)−1/2 exp [−(x− µ)2/2σ2], x ∈ R
Gamma con parámetros p, b > 0

densidad Γ(x; p, b): φ(t) = (1− it/b)−p

f(x) =

{
bp

Γ(p)
xp−1e−bx si x > 0

0 si x ≤ 0
Exponencial con parámetro b > 0

densidad Γ(x; 1, b): φ(t) = b/(b− it)

f(x) =

{
be−bx si x > 0
0 si x ≤ 0

Uniforme sobre (a, b) con a < b

densidad: φ(t) = eibt−eiat

it(b−a)

f(x) =

{
(b− a)−1 si x ∈ (a, b)
0 si x /∈ (a, b)
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3.6. Ejercicios

1. Demuestre que la función

f(x) =
c

π
(c2 + x2)−1, c > 0, −∞ < x <∞,

es la densidad de una distribución de probabilidad con función carac-
teŕıstica φ(t) = e−c|t|. La función f se llama densidad de Cauchy con
parámetro c.

Si X1, · · · , Xn son vv.aa. independientes con distribución de Cauchy
con la misma c, calcule la distribución de Sn/n, con Sn = X1 + · · ·+Xn.

2. Use funciones caracteŕısticas para verificar que una combinación lineal
de vv.aa. independientes normalmente distribuidas también es normal
(es decir, si Xk tiene distribución N(µk, σ

2
k), k = 1, · · · , n, entonces

a1X1 + · · ·+ anXn tiene distribución N(a1µ1 + · · ·+ anµn, a
2
1σ

2
1 + · · ·+

a2
nσ

2
n).

3. Supóngase que
∫
R |x|

n dF (x) <∞ para algún entero positivo n > 0, y
sea φ la función caracteŕıstica de F . Demuestre que la n-ésima derivada
φ(n)(t) de φ existe, es continua y satisface:

φ(n)(t) =

∫
R
(ix)neitx dF (x).

En particular, nótese que φ(n)(0) = inE(Xn).

4. Demuestre que si φ es una función caracteŕıstica, entonces en no-
negativa definida, es decir, para cualquier n ∈ N, t1, · · · , tn ∈ R,
z1, · · · , zn ∈ C, vale

n∑
k=1

n∑
j=1

φ(tk − tj)zkzj ≥ 0.

5. Si X = (X1, · · · , Xn) es un vector aleatorio n-dimensional, su función
caracteŕıstica conjunta se define como

φ(u) = E(eiu·X) para todo u = (u1, · · · , un) ∈ Rn,
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en donde

u ·X =
n∑
j=1

ujXj,

ó equivalentemente

φ(u) =

∫
Rn

eiu·x dF (x),

con x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, y “ · ” es el producto interno euclidiano
canónico en Rn, donde F : Rn → R es la f.d.p. de X. Demuestre que:

(a) φ(0) = 1, con 0 = (0, · · · , 0) ∈ Rn;

(b) |φ(u)| ≤ 1 para todo u ∈ Rn;

(c) φ es uniformemente continua sobre Rn;

(d) Si Y = (Y1, · · · , Yn) es un vector aleatorio definido por
Yk = ak + bkXk, con ak, bk ∈ R para k = 1, · · · , n. Pruebe que la
función caracteŕıstica ψ de Y es

ψ(u) = eia·uφ(b1u1, · · · , bnun), a = (a1, · · · , an).

6. Sea X ∼ Γ(p, b) una v.a. con distribución gamma con parámetros p y
b. Use el ejercicio 3 para probar que EX = p/b, EX2 = p(p + 1)/b2, y
por lo tanto, var(X) = p/b2.

7. Sean X1, · · · , Xn v.a. independientes con Xk ∼ Γ(pk, b), k = 1, · · · , n.
Demuestre que X1 + · · ·+Xn tiene distribución Γ(p1 + · · ·+ pn, b). En
particular, si Xk ∼ Γ(p, b), k = 1, · · · , n, son vv.aa. i.i.d., entonces

X1 + · · ·+Xn ∼ Γ(np, b).

8. Pruebe que si X ∼ N(0, 1), entonces X2 ∼ Γ(1/2, 1/2).

9. Sean X1, · · · , Xn v.a. i.i.d., con Xk ∼ N(0, 1). Pruebe que la v.a. ji-
cuadrada con n grados de libertad :

χ2
(n) := X2

1 + · · ·+X2
n

tiene distribución Γ(n/2, 1/2). Demuestre de aqúı que E(χ2
(n)) = n y

var(χ2
(n)) = 2n.

10. Obtenga resultados similares al problema precedente si Xk ∼ N(0, σ2).



Caṕıtulo 4

COMPACIDAD DE MEDIDAS
Y TEOREMA DE LEVY

En este caṕıtulo estudiaremos la relación entre convergencia débil de me-
didas y funciones caracteŕısticas. Por razones que explicaremos más adelante,
ahora en lugar de medidas de probabilidad, conviene considerar medidas fi-
nitas, es decir, medidas µ con µ(Ω) <∞, pero no necesariamente µ(Ω) = 1.
Aśı mismo, consideraremos funciones de distribución generales: funciones F
no-decrecientes y continuas por la derecha. Si F es una función de distri-
bución de probabilidad, es decir, si además F satisface que F (+∞) = 1 y
F (−∞) = 0, lo mencionaremos expĺıcitamente abreviando f.d.p.

Sea F una función de distribución acotada, lo cual significa que existe
M > 0 tal que F (+∞)− F (−∞) ≤ M . Entonces del curso de Probabilidad
I, la función µ definida sobre intervalos acotados (a, b] de R como µ(a, b] =
F (a, b], en donde

F (a, b] = F (b)− F (a), (4.0.1)

se puede extender en forma única a una medida finita µ sobre (R,B(R)) (ver,
por ejemplo, [4]). Rećıprocamente, si µ es una medida finita sobre (R,B(R)),
entonces la función F definida por

F (x) = µ(−∞, x], ∀x ∈ R,

es una función de distribución acotada. Además, identificando las funciones
de distribución que sólo difieren por una constante aditiva, la correspondencia
entre medidas finitas y funciones de distribución acotadas es uno-a-uno.

42
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4.1. Teorema de Helly

Definición 4.1.1. (a) Sea F una función de distribución. Definimos el con-
junto de puntos de continuidad de F como

C(F ) := {x ∈ R : F es continua en x} ∪ {−∞,+∞},

es decir, convendremos en que −∞ y +∞ son puntos de continuidad de F .
(b) Si F , Fn, n = 1, 2, · · · , son funciones de distribución, decimos que

Fn converge débilmente a F , lo que escribimos Fn
d−→ F , si

Fn(a, b]→ F (a, b] para todo a, b ∈ C(F ).

Aqúı usamos la notación (4.0.1).

Ejemplo 4.1.2. Sea {Xn} una sucesión de vv.aa.constantes definidas como
Xn = n, n = 1, 2, · · · . La correspondiente f.d.p. de Xn es

Fn(x) = P(Xn ≤ x) =


0 si x < n

1 si x ≥ n

para n = 1, 2, · · · , y Fn(x) → F (x) para todo x ∈ R, en donde F = 0 es
la función de distribución idéntica a cero. Aśı pues, tenemos convergencia
puntual de funciones de distribución de probabilidad a una función de distri-
bución que no es de probabilidad. Obsérvese que Fn no converge débilmente a
F porque Fn(+∞)−Fn(−∞) = 1 9 F (+∞)−F (−∞) = 0. En el siguiente
teorema veremos cómo generalizar este resultado.

Teorema 4.1.3 (Teorema de Helly). Sea {Fn} una sucesión acotada de fun-
ciones de distribución. Supóngase que Fn(−∞) = 0 y Fn(+∞) ≤ M para
toda n. Entonces existe una función de distribución F y una subsucesión
{Fnk} tal que

Fnk(x)→ F (x) para todo x ∈ R ∩ C(F ).

Dem. Sea D = {x1, x2, · · · } un conjunto numerable denso en R. Puesto
que {Fn(x1)} es una sucesión acotada, existe ua subsucesión {F1j} de {Fn}
tal que {F1j(x1)} converge a un ĺımite finito y1 (≤ M) cuando j → ∞.
Aśı mismo, puesto que {F1j(x2)} es acotada, existe una subsucesión {F2j} de
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{F1j} tal que {F2j(x2)} converge a un ĺımite finito y2. En general, procediendo
inductivamente,existe una subsucesión {Fmj} de {Fm−1j} tal que Fmj(xm)→
ym cuando j →∞, (m = 1, 2, · · · ).

Ahora definamos FD : D → R como FD(xm) = ym para todo m =
1, 2, · · · . Definamos Fnk := Fkk, k = 1, 2, · · · la sucesión diagonal. Entonces

Fnk(x)→ FD(x), para todo x ∈ D.

También FD es no-decreciente, pues si x, y ∈ D, con x < y, luego Fnk(x) ≤
Fnk(y). Tomando el ĺımite cuando k →∞, se tiene que FD(x) ≤ FD(y).

Definamos F : R→ R como

F (x) := ı́nf{FD(y) : y ∈ D, y > x}.

Probaremos que F es una función de distribución. En primer lugar, vemos
que F es no-decreciente, porque si r < s, entonces existe y ∈ D tal que
r < y < s y por lo que F (r) ≤ FD(y) ≤ F (s).

Para probar que F es continua por la derecha, tomemos una sucesión
decreciente {zn} que converge a x, de manera que {F (zn)} tiende a un ĺımite
b ≥ F (x). Si F (x) < b, sea y0 ∈ D tal que y0 > x, y b ≥ FD(y0). Para n
suficientemente grande tenemos que x < zn < y0, de manera que F (zn) ≤
FD(y0) < b, y por lo tanto, ĺımn→∞ F (zn) ≤ FD(y0) < b. Pero esto es una
contradicción, aśı concluimos que F (zn)→ F (x).

Falta demostrar la última afirmación. Sea x ∈ R ∩ C(F ). Si x < y con
y ∈ D, entonces

ĺım sup
k→∞

Fnk(x) ≤ ĺım sup
k→∞

Fnk(y) = FD(y).

Por lo tanto, tomando el ı́nfimo sobre los y ∈ D con y > x, obtenemos

ĺım sup
k→∞

Fnk(x) ≤ F (x).

Por otra parte, si x′ < y < x, con y ∈ D, entonces

F (x′) ≤ FD(y) = ĺım supk→∞ Fnk(y)
= ĺım infk→∞ Fnk(y) ≤ ĺım infk→∞ Fnk(x).

Si hacemos tender x′ a x, resulta

F (x−) ≤ ĺım inf
k→∞

Fnk(x).

Pero x ∈ R ∩ C(F ), luego F (x−) = F (x). Por tanto, Fnk(x)→ F (x).
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Observación 4.1.4. Por el teorema de Helly precedente, supusimos que Fn
es una función de distribución acotada con Fn(−∞) = 0. Hicimos esto para
simplificar la demostración, pero es claro que es una suposición inofensi-
va. Aśı, si suponemos que Fn(+∞) − Fn(−∞) ≤ M y no necesariamente
Fn(−∞) = 0, podŕıamos entonces considerar una nueva sucesión de funcio-
nes Gn(x) := Fn(x) − Fn(−∞) y aplicar el teorema de Helly a esta nueva
sucesión.

Por otro lado, en el ejemplo 4.1.2 vimos que una sucesión de f.d.p.’s
puede converger a una función de distribución que no es de probabilidad. La
situación especial que debemos observar en dicho ejemplo es que las masas de
probabilidad se “escapan al infinito”. La medida de probabilidad Pn inducida
por Xn = n sobre R es la medida de Dirac concentrada en {n}, es decir, para
cualquier conjunto de Borel B,

Pn(B) = δ{n}(B) =

{
= 1 si n ∈ B
= 0 si n /∈ B.

Para impedir el “escape”de probabilidad al infinito debemos imponer una con-
dición de compacidad sobre el conjunto de probabilidades.

4.2. Teorema de Prohorov

Definición 4.2.1. Sea (Ω,F) un espacio medible, en donde Ω es un espacio
métrico y F es la σ-álgebra de conjuntos Borel de Ω, y seaM = {µi : i ∈ T}
una familia de medidas finitas sobre (Ω,F). Decimos que

(a) La famila M es compacta (“tight“ en inglés) si dado cualquier ε > 0,
existe un subconjunto compacto de Ω tal que µi(K

c) < ε para todo i ∈ T .
En particular, si Ω = R, entonces M es compacta si dado cualquier
ε > 0 existe un intervalo I tal que µi(I

c) < ε para todo i ∈ T .

(b) La famila M es relativamente compacta si cualquier sucesión en M
posee una subsucesión que converge débilmente a una medida finita so-
bre (Ω,F).

Para medidas finitas µ, µn, n = 1, 2, · · · , la definición de convergencia
débil es como la dada en la definición 2.1.1: µn converge débilmente a

µ (µn
d−→ µ) si∫

Ω

fn dµn →
∫

Ω

f dµ para toda función f ∈ Cb(Ω).
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(c) Si {Fi : i ∈ T} es una familia de funciones de distribución, compacidad
relativa de {Fi} significa que la correspondiente familia de medidas
asociadas es compacta (Resp. relativamente compacta).

Teorema 4.2.2 (Teorema de Prohorov). SeaM := {Fi : i ∈ T} una familia
acotada, digamos Fi(+∞) − Fi(−∞) ≤ M para todo i ∈ T , de funciones
de distribución en R. Entonces M es compacta si y sólo si es relativamente
compacta.

Nota importante. El teorema de Prohorov es válido en cualquier espacio
métrico separable y completo (espacio Polaco); véase, por ejemplo, [3]. En
dicha referencia el teorema se escribe en términos de medidas (es decir, no
en términos de funciones de distribución).

Dem. (a) Supóngase que M es compacta y sea F1, F2, · · · una sucesión
enM. Por el teorema de Helly 4.1.3, existe una subsucesión Fnk y una función
de distribución F tal que

Fnk(a, b]→ F (a, b] ∀a, b ∈ R ∩ C(F ). (4.2.1)

Para probar que Fnk
d−→ F debemos verificar que (4.2.1) también se cumple

en +∞ y en −∞, es decir,

Fnk(+∞)− Fnk(−∞)→ F (+∞)− F (−∞) cuando k →∞.

Dado ε > 0, sean a, b ∈ R ∩ C(F ) puntos tales que para todo n ∈ N

Fn(R− (a, b]) < ε, F (R− (a, b]) < ε.

Si x ∈ R ∩ C(F ), escribimos

|(Fnk(+∞)− Fnk(x))− (F (+∞)− F (x))|

≤ |Fnk(+∞)− Fnk(b)|+ |F (+∞)− F (b)|
+ |(Fnk(b)− Fnk(x))− (F (b)− F (x))|.

Cada uno de los dos primeros términos del lado derecho son menores que ε,
y el último término tiende a cero cuando k →∞. Por lo tanto,

Fnk(+∞)− Fnk(x)→ F (+∞)− F (x).
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Similarmente se obtiene que

Fnk(x)− Fnk(−∞)→ F (x)− F (−∞),

y combinando estos resultados con (4.2.1), concluimos que Fnk
d−→ F .

(b) Para probar la implicación rećıproca, razonemos por contradicción.
Supongamos ahora que M es relativamente compacta, pero que no es com-
pacta. Entonces existe ε > 0 tal que para todo entero n y alguna función de
distribución denotada por Fn ∈M,

Fn(R− (−n, n)) ≥ ε.

Puesto que M es relativamente compacta, existe una subsucesión {Fnk} de

{Fn}, y una función de distribución F tal que Fnk
d−→ F . Luego, puesto que

R− (−n, n) es cerrado, se sigue del teorema de Portmanteau 2.1.3 que

ĺım sup
k→∞

Fnk(R− (−n, n)) ≤ F (R− (−n, n))

es decir, F (R− (−n, n)) ≥ ε para toda n. Luego, cuando n→∞, se obtiene
que 0 ≥ ε, lo cual constituye una contradicción.

Algunas consecuencias del teorema de Prohorov son:

Corolario 4.2.3. Sea {Fn} una sucesión acotada de funciones de distribu-
ción sobre R y supóngase que {Fn} es compacta.

(a) Si toda subsucesión débilmente convergente de {Fn} converge a una

función de distribución F , entonces Fn
d−→ F .

(b) {Fn} converge débilmente si y sólo si las funciones caracteŕısticas

φn(t) =

∫
R

eitx dFn(x)

convergen a un ĺımite finito cuando n→∞ para todo t ∈ R.

Dem. (a) Si {Fn} no converge débilmente a F , existe una función f ∈
Cb(R) tal que∫

R
f(x) dFn(x) 9

∫
R
f(x) dF (x) cuando n→∞.
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Es decir, existe ε > 0 y un conjunto infinito T de números enteros tal que∣∣∣∣∫
R
f(x) dFn(x)−

∫
R
f(x) dF (x)

∣∣∣∣ ≥ ε para todo n ∈ T.

Por el teorema de Prohorov 4.2.2, existe una subsucesión {Fnk} de {Fn : n ∈
T} tal que {Fnk} converge débilmente a una función de distribución G. Por
hipótesis, G = F y se tiene que∫

R
f(x) dFn(x)→

∫
R
f(x) dF (x) cuando n→∞

lo cual es una contradicción. Por lo tanto Fn
d−→ F .

(b) Si {Fn} converge débilmente, la convergencia de las funciones carac-
teŕısticas es inmediata, pues las funciones cos tx y sen tx pertenecen a Cb(R),
y puesto que eitx = cos tx+ i sen tx.

Ahora supóngase que para toda t ∈ R, φn(t) tiene un ĺımite finito. Por el
teorema de Prohorov, existe una subsucesión {Fnk} y una función de distri-

bución F tal que Fnk
d−→ F . Si la sucesión original no converge débilmente a

F , se sigue de la parte (a) que existe una subsucesión {Fmk} y una función

de distribución G 6= F tal que Fmk
d−→ G. Pero, por hipótesis,

∫
R eitx dFnk(x)

e
∫
R eitx dFmk(x) tienen el mismo ĺımite cuando k →∞. Por lo tanto∫

R
eitx dF (x) =

∫
R

eitx dG(x) ∀t ∈ R,

lo cual implica que F = G, y esto es una contradicción. Luego Fn
d−→ F .

4.3. Teorema de continuidad de Lévy

Lema 4.3.1 (Desigualdad de truncamiento.). Sea F una función de distri-
bución acotada sobre R, con función caracteŕıstica φ. Entonces existe una
constante k > 0 (independiente de F ) tal que para todo u > 0, se tiene

F (R− (−1/u, 1/u)) =
∫
|x|≥1/u

dF (x)

≤ k
u

∫ u
0

(φ(0)− Reφ(v)) dv,

en donde Re(z) es la parte real del número complejo z.
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Dem.

1
u

∫ u
0

(φ(0)− Reφ(v)) dv = 1
u

∫ u
0

∫∞
−∞(1− cos vx) dF (x) dv

=
∫∞
−∞

1
u

∫ u
0

(1− cos vx) dv dF (x) (Fubini)

=
∫∞
−∞(1− senux/ux) dF (x)

≥ ı́nf |t|≥1(1− sen t/t)
∫
|x|≥1/u

dF (x)

= 1
k

∫
|x|≥1/u

dF (x).

De hecho, ı́nf |t|≥1(1 − sen t/t) = 1 − sen 1 ≥ 1/7 (pues para cualquier t, con
|t| ≥ 1, sen t/t ≤ sen 1 < 6/7: En efecto, como sen t/t es par, basta considerar
t ≥ 0. Si t ≥ 1,3, sen t/t ≤ | sen t|/1,3 ≤ 1/1,3 = 0,76923... < sen 1 ≈
0,84, mientras que para 1 ≤ t ≤ 1,3, sen t/t es decreciente, probándose la
afirmación), de manera que podŕıamos tomar k = 7.

Teorema 4.3.2 (Teorema de continuidad de Lévy.). Sea {Fn} una suce-
sión acotada de funciones de distribución sobre R, y sea {φn} la sucesión
correspondiente de funciones caracteŕısticas.

(a) Si Fn
d−→ F , en donde F es una función de distribución con f.c. φ,

entonces φn(t)→ φ(t) para todo t ∈ R.

(b) Rećıprocamente, si φn(t) → φ(t) para todo t ∈ R, en donde φ es una
función (con valores en C) continua en t = 0, entonces φ es la función

caracteŕıstica de alguna función de distribución F , y además Fn
d−→ F .

(Nótese que si las Fn son f.d.p., entonces F es f.d.p.).

Dem.
La parte (a) se sigue de la definición de convergencia débil. Para probar

(b), demostraremos primero que, bajo las hipótesis dadas, {Fn} es compacta.
Por el lema 4.3.1, existe una constante k > 0 independiente de las Fn, tal
que para todo u > 0

Fn(R− (−1/u, 1/u)) ≤ k

u

∫ u

0

(φn(0)− Reφn(v)) dv,

y por convergencia dominada, el lado derecho converge a

h(u) =
k

u

∫ u

0

(φ(0)− Reφ(v)) dv
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cuando n→∞. Aśı, dado ε > 0, escojamos δ > 0 tal que |φ(0)− Reφ(v)| <
ε/(3k) para todo v, con |v| ≤ δ. Eligiendo arbitrariamente 0 < u0 ≤ δ,
se tiene que |h(u0)| < ε/2. Por el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue, existe n0 ∈ N tal que

Fn(R− (−1/u0, 1/u0)) ≤ k

u0

∫ u0

0

(φn(0)− Reφn(v)) dv ≤ ε/2 + h(u0) < ε,

(4.3.1)
para todo n ≥ n0. Por otro lado, para j = 1, · · · , n0−1, tomemos 0 < u ≤ u0

suficientemente pequeño tal que

Fj(R− (−1/u, 1/u)) < ε.

Puesto que R−(−1/u, 1/u) ⊂ R−(−1/u0, 1/u0), de esta última relación y de
la ecuación (4.3.1) se sigue que dado ε > 0, podemos escoger u suficientemente
pequeño tal que

Fn(R− (−1/u, 1/u)) < ε ∀n

lo que demuestra que {Fn} es compacta. Luego, por la hipótesis presente, se
sigue del corolario 4.2.3-(b), que {Fn} converge débilmente a una función de
distribución F , y por lo tanto, {φn} converge puntualmente a la f.c. de F .
En consecuencia, como φn → φ puntualmente, concluimos que φ es la f.c. de
F .

Observación 4.3.3. El teorema de continuidad de Lévy es quizás la he-
rramienta más utilizada para demostrar convergencia débil. Esencialmente,

el teorema nos dice que para verificar que Fn
d−→ F , basta verificar que las

correspondientes funciones caracteŕısticas φn convergen a la función carac-
teŕıstica de F . Usaremos esta técnica para demostrar el teorema del ĺımite
central (TLC) en el siguiente caṕıtulo. Otras aplicaciones se pueden ver en
la lista de ejercicios de este caṕıtulo.
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4.4. Ejercicios

1. SeanX1, X2, · · · vv.aa. i.i.d. con distribución uniforme sobre el intervalo
(0, 1); es decir, para cada n = 1, 2, · · · , Xn tiene la distribución F

F (x) = 0 si x ≤ 0
= x si 0 ≤ x ≤ 1
= 1 si x ≥ 1.

Sea Sn = X1 + · · ·+Xn. Use el teorema de Lévy para demostrar que

Sn − n/2√
n/12

d−→ X, cuando n→∞,

donde X ∼ N(0, 1).

2. Sea µn la medida de probabilidad concentrada en el punto xn ∈ R
(es decir, µn(B) = 1 si xn ∈ B, 0 en caso contrario). Demuestre que

µn
d−→ µ si y sólo si xn → x, y que µ debe ser la medida de probabilidad

concentrada en x.

3. Sea Ω = [0, 1], y sea µn la medida discreta que asigna la masa 1/(n+1)

a cada uno de los puntos 0, 1/n, 2/n, · · · , n/n. Demuestre que µn
d−→ µ,

en donde µ es la medidad de Lebesgue restringida a Ω.

4. Use el teorema de Lévy para demostrar el teorema ĺımite de Poisson:
Para cada n ∈ N, sean X

(n)
i vv.aa. independientes tales que

P(X
(n)
i = 1) = 1− P(X

(n)
i = 0) = p

(n)
i , i = 1, 2, · · · , k(n).

Supóngase que

k(n)∑
i=1

p
(n)
i → µ; máx

1≤i≤k(n)
p

(n)
i → 0

cuando n → ∞. Entonces X
(n)
1 + · · ·X(n)

k(n)

d−→ X, donde X es una v.a.
de Poisson con parámetro µ.



Caṕıtulo 5

EL TEOREMA LÍMITE
CENTRAL

Sean X1, X2, · · · vv.aa. independientes, en donde cada Xk tiene media
y varianza finitas mk y σ2

k, respectivamente. Sea Sn = X1 + · · · + Xn, n =
1, 2, · · · , de manera que

ESn =
n∑
k=1

mk, c2
n := var(Sn) =

n∑
k=1

σ2
k.

Consideremos la suma normalizada

Tn := (Sn − ESn)/cn ∀n = 1, 2, · · · ,

la cual tiene media 0 y varianza 1. Para evitar casos degenerados, supon-
dremos que cn > 0 para todo n suficientemente grande. Sea X∗ un v.a. con
distribución normal N(0, 1), es decir, la f.d.p. de X∗ es

F ∗(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2, x ∈ R.

En este caṕıtulo daremos condiciones bajo las cuales Tn
d−→ X∗.

Los resultados sobre la convergencia Tn
d−→ X∗ tienen una larga historia

y se conocen con el nombre genérico de teorema ĺımite central (TLC). El
resultado más antiguo de este tipo se conoce actualmente como el teorema
de De Moivre-Laplace y se refiere al caso en el que X1, X2, · · · son vv.aa.

52



CAPÍTULO 5. EL TEOREMA LÍMITE CENTRAL 53

i.i.d. de Bernoulli con parámetro p, digamos

Xn = 1 con probabilidad p (0 < p < 1)
= 0 con probabilidad 1− p.

En esta situación, se tiene que Sn = X1 + · · ·+Xn es una v.a. binomial con
parámetros n y p, de modo que ESn = np, y c2

n = npq, donde q := 1 − p, y
tenemos:

Teorema 5.0.1 (Teorema de De Moivre-Laplace.). Si X1, X2, · · · son vv.aa.
i.i.d. de Bernoulli con parámetro p, entonces

Tn := (Sn − np)/
√
npq

d−→ X∗ cuando n→∞,

es decir
ĺım
n→∞

P(Tn ≤ x) = F ∗(x), para todo x ∈ R.

Este teorema lo demostró A. De Moivre, alrededor de 1730, para p = 1/2,
y Laplace, en 1812, para 0 < p < 1. A continuación demostraremos una
versión más general del teorema 5.0.1, pero que, a su vez, es un caso especial
del teorema de Lindeberg 5.2.1 que consideraremos después.

5.1. Teorema Ĺımite Central

Teorema 5.1.1 (Teorema de Ĺımite Central (caso i.i.d.).). Sean X1, X2, · · ·
variables i.i.d. con media µ y varianza σ2 finitas (σ2 > 0). Entonces

Tn =
(Sn − nµ)

σ
√
n

d−→ X∗,

en donde Sn = X1 + · · ·+Xn, X∗ ∼ N(0, 1).

Dem. Usando el teorema de continuidad de Lévy 4.3.2, demostraremos
que la función caracteŕıstica Φn(t) de la v.a. Tn converge, cuando n → ∞,
a la f.c. de X∗, a saber, e−t

2/2. Por principio de cuentas, para simplificar
la demostración, podemos suponer sin pérdida de generalidad, que µ = 0 y
σ2 = 1 (en caso contrario, aplicamos el teorema a las vv.aa. Yn = (Xn−µ)/σ,
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las cuales, por supuesto, tienen media 0 y varianza 1). Aśı pues, Tn = Sn/
√
n,

y si φ es la f.c. común de X1, X2, · · · , entonces la f.c. φn de Tn está dada por

Φn(t) = E exp[itTn]
=

∏n
k=1 E exp[i( t√

n
)Xk]

= φ(t/
√
n)n, n = 1, 2, · · ·

Puesto que las vv.aa. Xk tienen segundo momento finito, se sigue del ehjer-
cicio 3 del caṕıtulo de funciones caracteŕısticas, que las derivadas φ′, φ′′ son
continuas y que

φ′(0) = iE(X1) = 0, φ′′(0) = i2E(X2
1 ) = −σ2 = −1.

Luego usando la expansión de Taylor para φ, obtenemos

φ(t) = 1 + φ′(0)t+ 1
2
φ′′(0)t2 + ◦(t2)

= 1− t2/2 + ◦(t2),

y por lo tanto φn(t) = φ(t/
√
n)n resulta:

φn(t) = (1− t2/2n+ ◦(t2/n))n

para cada t fijo. De la última expresión, concluimos que

φn(t) −→ e−t
2/2, cuando n→∞

para todo t ∈ R.

Observación 5.1.2. Para el caso de variables i.i.d. se tiene la siguiente
estimación de Cramer-Berry-Essen sobre la rapidez de convergencia en el
TLC:

Sean X1, X2, · · · , variables i.i.d. con media 0, varianza σ2 y tercer mo-
mento E|X1|3 <∞. Entonces existe una constante C > 0 tal que

|Fn(x)− F ∗(x)| ≤ CE|X1|3

σ3
√
n

, para todo x ∈ R,

en donde Fn es la f.d.p. de Tn, y F ∗ es la f.d.p. de X∗ ∼ N(0, 1). La de-
mostración de este resultado se puede ver en Gnedenko y Kolmogorov (1968)
[9, pág. 201]. En esta misma referencia se puede leer que, en 1941, Berry
“demostró”que C = 1,88. Sin embargo, posteriormente, en 1945, P.L. Hsu
encontró que la “demostración”de Berry era incorrecta. En todo caso, se sabe
que C < 3.

Ahora pasaremos al siguiente resultado, demostrado por Y.W. Lindeberg
en 1922.
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5.2. Teorema de Lindeberg

Teorema 5.2.1 (Teorema de Lindeberg.). Sean X1, X2, · · · vv.aa. indepen-
dientes con medias y varianzas finitas mk y σ2

k, respectivamente. Sea

Tn =
(Sn − ESn)

Cn
,

en donde Sn = X1 + · · ·+Xn, Cn = var(Sn) =
∑n

k=1 σ
2
k, y sea Fk la f.d.p. de

Xk. Si para cada ε > 0 se cumple la condición de Lindeberg:

Ln := C−2
n

n∑
k=1

∫
{x:|x−mk|≥εCn}

(x−mk)
2 dFk(x)→ 0 (5.2.1)

cuando n→∞, entonces Tn
d−→ X∗, en donde X∗ ∼ N(0, 1).

Observación 5.2.2. Antes de dmostrar el teorema 5.2.1, veremos alguna de
sus implicaciones, o casos especiales.

(a) Caso i.i.d. Sea X1, X2, · · · variables i.i.d. con media m y varianza σ2

finitas; véanse, por ejemplo, los teoremas 5.0.1 y 5.1.1. Entonces se

satisface la condición de Lindeberg (5.2.1) y, por lo tanto, Tn
d−→ X∗.

En efecto, si denotamos por F la f.d.p. de Xk, entonces, puesto que
mk = m para k = 1, 2, · · · , y C2

n = nσ2, vemos que Ln resulta

Ln = 1
nσ2

∑n
k=1

∫
{x:|x−m|≥εσ

√
n}(x−m)2 dF (x)

= 1
σ2

∫
{x:|x−m|≥εσ

√
n}(x−m)2 dF (x)→ 0

cuando n → ∞, pues σ2 < ∞, y {x : |x − m| ≥ εσ
√
n} ↓ ∅ cuando

n→∞.

(b) Caso uniformemente acotado Sean X1, X2, · · · vv.aa. independientes ta-
les que |Xk| ≤ M c.p.1. para todo k, y supóngase que Cn → ∞. En-

tonces Tn
d−→ X∗.

Verifiquemos que en este caso se cumple la condición de Lindeberg
(5.2.1): Puesto que∫
{x:|x−mk|≥εCn}

(x−mk)
2 dFk(x) = E

{
(Xk −mk)

21[|Xk−mk|≥εCn]

}
≤ (2M)2P(|Xk −mk| ≥ εCn)

≤ (2M)2σ2
k

(εCn)2 (desigualdad de Chebyshev),
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de aqúı se sigue que

Ln ≤ 1
C2
n

∑n
k=1

(2M)2σ2
k

(εCn)2

= (2M)2

ε2C2
n
−→ 0 cuando n→∞.

(c) Condición de Lyapunov. Sean X1, X2, · · · vv.aa. independientes con me-
dias mk y varianzas σ2

k finitas. Si se satisface la condición de Lyapunov:
para algún δ > 0, se tiene que

1

C2+δ
n

n∑
k=1

E|Xk −mk|2+δ −→ 0 cuando n→∞, (5.2.2)

entonces se satisface la condición de Lindeberg 5.2.1 y, por lo tanto,

Tn
d−→ X∗. En efecto, dado ε > 0

E|Xk −mk|2+δ =
∫∞
−∞ |x−mk|2+δ dFk(x)

≥
∫
{x:|x−mk|≥εCn}

|x−mk|δ|x−mk|2 dFk(x)

≥ εδCδ
n

∫
{x:|x−mk|≥εCn}

(x−mk)
2 dFk(x),

y en consecuencia,

Ln = C−2
n

∑n
k=1

∫
{x:|x−mk|≥εCn}

(x−mk)
2 dFk(x)

≤ 1

εδC2+δ
n

∑n
k=1 E|Xk −mk|2+δ.

De esta última desigualdad vemos que (5.2.2) implica (5.2.1).

Demostración del teorema de Lindeberg 5.2.1. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos suponer que mk = 0 para todo k. Usaremos las siguientes
estimaciones: Si y es cualquier número real y z es un número complejo con
|z| ≥ 1/2, entonces

(a) eiy = 1 + iy + θy2/2
(b) eiy = 1 + iy − y2/2 + θ1|y|3/6
(c) ln(1 + z) = z + θ′|z|2,

(5.2.3)

en donde θ y θ1 dependen de y, con |θ| ≤ 1, |θ1| ≤ 1, y θ′ depende de z, con
|θ′| ≤ 1; ln denota la rama principal del logaritmo.
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Sea ahora φk la función caracteŕıstica de Xk, y sea t un número real . La
función caracteŕıstica gn de Tn = Sn/Cn es

gn(t) =
n∏
k=1

φk(t/Cn).

Deseamos probar que
gn(t) −→ e−t

2/2

o equivalentemente que

t2/2 + ln gn(t) = t2/2 +
n∑
k=1

lnφk(t/Cn) −→ 0 (5.2.4)

cuando n → ∞. Primero usaremos 5.2.3 (a), (b) para escribir φk(t) como
sigue:

φk(t) =
∫∞
−∞ eitx dFk(x)

=
∫
|x|≥εCn(1 + itx+ θt2x2/2) dFk(x)

+
∫
|x|<εCn(1 + itx− t2x2/2 + θ1|t|3|x|3/6) dFk(x)

(con θ y θ1 dependiendo de tx, y |θ|, |θ1| ≤ 1)
= 1 + (t2/2)

∫
|x|≥εCn θx

2 dFk(x)− (t2/2)
∫
|x|<εCn x

2 dFk(x)

+ (|t|3/6)
∫
|x|<εCn θ1|x|3 dFk(x),

puesto que
∫∞
−∞ 1 · dFk(x) = 1,

∫∞
−∞ itx dFk(x) = itE(Xk) = 0.

Por lo tanto,

φk(
t
Cn

) = 1 + ( t2

2C2
n
)
∫
|x|≥εCn θx

2 dFk(x)− ( t2

2C2
n
)
∫
|x|<εCn x

2 dFk(x)

+ ( |t|
3

6C3
n
)
∫
|x|<εCn θ1|x|3 dFk(x).

(5.2.5)
Ahora, puesto que∣∣∣∣12

∫
|x|≥εCn

θx2 dFk(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫
|x|≥εCn

x2 dFk(x),

podemos escribir

1
2

∫
|x|≥εCn θx

2 dFk(x) = θ2

∫
|x|≥εCn x

2 dFk(x)

= θ2C
2
nαnk,
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con |θ2| ≤ 1/2, y en donde

αnk =
1

C2
n

∫
|x|≥εCn

x2 dFk(x).

Análogamente, tenemos:∣∣∣16 ∫|x|<εCn θ1|x|3 dFk(x)
∣∣∣ ≤ 1

6

∫
|x|<εCn |x|

3 dFk(x)

≤ 1
6

∫
|x|<εCn εCnx

2 dFk(x),

y en consecuencia, podemos escribir

1
6

∫
|x|<εCn θ1|x|3 dFk(x) = θ3

∫
|x|<εCn εCnx

2 dFk(x)

= θ3εC
3
nβnk

con |θ3| ≤ 1/6, y en donde

βnk =
1

C2
n

∫
|x|<εCn

x2 dFk(x) (≤ ε2).

Luego, la ecuación (5.2.5) resulta

φk(t/Cn) = 1 + µnk, (5.2.6)

en donde

µnk = θ2t
2αnk −

t2

2
βnk + |t|3θ3εβnk. (5.2.7)

Ahora, por hipótesis, Ln
∑n

k=1 αnk → 0 cuando n→∞, y por otra parte,

n∑
k=1

(αnk + βnk) =
1

C2
n

n∑
k=1

σ2
k = 1.

Luego, como βnk ≤ ε2, se sigue de (5.2.7) que

máx
1≤k≤n

|µnk| ≤ t2ε2/2 + |t|3ε

y
n∑
k=1

|µnk| ≤ t2/2 + |t|3ε
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para todo n suficientemente grande. Por otro lado, usando (5.2.3)-(c) y
(5.2.6), podemos escribir el lado izquierdo de (5.2.4) como

t2/2 +
n∑
k=1

ln (1 + µnk) = t2/2 +
n∑
k=1

(µnk + θ′|µnk|2),

con |θ′| ≤ 1. Finalmente, de (5.2.7) y usando el hecho de que

n∑
k=1

|µnk|2 ≤ máx
1≤k≤n

|µnk|
n∑
k=1

|µnk|,

concluimos que dado cualquier δ > 0 , podemos seleccionar ε > 0 (el cual
depende de δ y t) tal que∣∣∣∣∣t2/2 +

n∑
k=1

ln (1 + µnk)

∣∣∣∣∣ < δ

para todo n suficientemente grande, lo cual implica (5.2.4), y por lo tanto,

Tn
d−→ X∗.

5.3. Teorema de Lindeberg-Feller

Definición 5.3.1. Para dar una idea de lo que significa la condición de Lin-
deberg, introduciremos el concepto de despreciabilidad asintótica uniforme
(d.a.u.). Sean X1, X2, · · · vv.aa. como en el teorema de Lindeberg 5.2.1. De-
cimos que las vv.aa. (Xk −mk)/Cn satisfacen la condición de d.a.u si para
cualquier ε > 0,

máx
1≤k≤n

P(|Xk −mk|/Cn ≥ ε) −→ 0 cuando n→∞.

Intuitivamente, esto significa que la contribución de cada término (Xk −
mk)/Cn es pequeña comparada con la suma Tn = (Sn − ESn)/Cn.

Proposición 5.3.2. La condición de Lindeberg implica la condición de d.a.u.

Dem.

Ln = C−2
n

∑n
k=1

∫
{x:|x−mk|≥εCn}

(x−mk)
2 dFk(x)

≥ C−2
n ε2C2

n

∑n
k=1 P(|Xk −mk| ≥ εCn)

≥ ε2 máx1≤k≤n P(|Xk −mk|/Cn ≥ ε).
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Observación 5.3.3. La condición de Lindeberg no es necesaria para con-
vergencia a X∗. Para ver esto daremos un ejemplo de una sucesión de vv.aa.

que no satisfacen la condición de d.a.u., pero que, sin embargo, Tn
d−→ X∗.

Sean X1, X2, · · · vv.aa. independientes, normalmente distribuidas con media
0 y varianzas σ2

1 = 1, σ2
k = 2k−2, k ≥ 2. Entonces C2

n =
∑n

k=1 σ
2
k = 2n−1, y

Xn/Cn es normal con media cero y varianza 1/2. Por lo tanto

máx
1≤k≤n

P(|Xk|/Cn ≥ ε) ≥ P(|Xn|/Cn ≥ ε) = 2(1− F ∗(ε
√

2)),

en donde F ∗ es la f.d.p. de X∗ ∼ N(0, 1). Puesto que el último término es
una constante positiva que no depende de n, concluimos que las vv.aa. Xk/Cn
no satisfacen la condición de d.a.u. Sin embargo, para todo n, Tn = Sn/Cn
es una v.a. normal N(0, 1), es decir, Tn ∼ X∗ para todo n, de manera que

Tn
d−→ X∗.
Aunque la condición de Lindeberg no es necesaria para convergencia a X∗,

resulta que si añadimos la condición de d.a.u. tenemos el siguiente resultado
que enunciamos sin demostración.

Teorema 5.3.4. Sean X1, X2, · · · vv.aa. independientes con medias mk y
varianza σ2

k finitas. Entonces la condición de Lindeberg 5.2.1 se satisface si y

sólo si Tn
d−→ X∗ y las vv.aa. (Xk −mk)/Cn satisfacen la condición de d.a.u.

La suficiencia del teorema precedente se sigue del teorema de Lindeberg
5.2.1 y la proposición 5.3.2. La demostración de la necesidad se puede ver,
por ejemplo, en Ash [1], Tucker [16] o Gnedenko y Kolmogorov [9].
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5.4. Ejercicios

1. Sean X1, X2, · · · sucesiones arbitrarias de vv.aa. Dado cualquier núme-
ro real c, muestre que siempre se pueden encontrar constantes an y
bn (an > 0) de tal forma que a−1

n (X1 + · · · + Xn − bn) convergen en
distribución a la v.a. X ≡ c.

2. Sea {Xnk : n = 1, 2, · · · , k = 1, · · · , n} una sucesión doble de vv.aa., y
sea hnk la función caracteŕıstica de Xnk. Muestre que los Xnk satisfacen
la condición de d.a.u., es decir,

máx
1≤k≤n

P(|Xnk| ≥ ε)→ 0

cuando n→∞, para cada ε > 0, si y solamente si

máx
1≤k≤n

|hnk(u)− 1| → 0

cuando n→∞, y en este caso, la convergencia es uniforme sobre cada
intervalo acotado.

Indicación: Puede usar la desigualdad de truncamiento establecida en
el lema 4.3.1.

3. Sean X1, X2, · · · vv.aa. independientes , definidas como sigue:

X1 = ±1, con igual probabilidad.

Si k > 1, y c es un número real fijo mayor que 1,

P(Xk = 1) = P(Xk = −1) = 1
2c

P(Xk = k) = P(Xk = −k) = 1
2k2

(
1− 1

c

)
P(Xk = 0) = 1− 1

c
− 1

k2

(
1− 1

c

)
.

De aqúı definimos

X ′nk :=

{
Xk si |Xk| ≤

√
n,

0 si |Xk| >
√
n.

Establezca lo siguiente:
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(a) Las Xk/cn satisfacen la condición de d.a.u., donde c2
n := var(Sn),

con Sn := X1 + · · ·+Xn.

(b) La condición de Lindeberg falla para las Xk, pero se cumple para

las X ′nk. Más aún, si S ′n :=
∑n

k=1X
′
nk, entonces S ′n/c

′
n

d−→ N(0, 1),
donde c′n

2 := var(S ′n) ∼n→∞ n/c

(c) P(Sn 6= S ′n)→ 0 cuando n→∞.

(d)
√
cSn/
√
n

d−→ N(0, 1), pero Sn/
√
n

d−→ N(0, 1) no se tiene.



Caṕıtulo 6

ESPERANZA CONDICIONAL

En este caṕıtulo estudiaremos el concepto de esperanza condicional y sus
propiedades más importantes. Este concepto extiende el de probabilidad con-
dicional, siendo una herramienta teórica importante en el desarrollo de la
teoŕıa de probabilidades. En nuestro caso será útil en la definición de mar-
tingala.

Sean (Ω,F,P) un espacio de probabilidad, C ∈ F, con P(C) > 0 . En los
cursos básicos de probabilidad se define la probabilidad condicional respecto
o relativa a C como la medida de probabilidad P(·|C) : F −→ [0, 1] tal que

P(A|C) =
P(A ∩ C)

P(C)
∀A ∈ F. (6.0.1)

La integral respecto a esta medida de probabilidad es llamada la “esperan-
za condicional relativa a C” y la denotamos por E[·|C]. Aśı, si X es v.a.
integrable respeto a P(·|C), entonces

E[X|C] =

∫
Ω

X(ω)P(dω|C).

Observación 6.0.1. Notemos que

P(A|C) =
1

P(C)

∫
C

IA dP ∀A ∈ F,

E[X|C] =
1

P(C)

∫
C

X dP.

63
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Si X es P-integrable, entonces X es P(·|C)-integrable.
En caso de que P(C) = 0 convenimos en poner E[X|C] ≡ 0.

Ahora bien, sea C la sub σ-álgebra de F generada por una partición
numera-ble {Cn}n de conjuntos medibles de Ω tal que P(Cn) > 0 para cada
n (por ejemplo, si Y es v.a. discreta con valores {cn}n, Cn := [Y = cn] es una
partición de Ω de conjuntos medibles y C = σ(Y )).

Dada X una v.a. P-integrable, definimos la v.a. E[X|C] : Ω −→ R por:

E[X|C](ω) =
∞∑
i=1

E[X|Ci]ICi(ω)

=
∞∑
i=1

(
1

P(Ci)

∫
Ci

X dP
)
ICi(ω).

Puesto que X es P-integrable, se tiene que E[X|C] es también P-integrable,
más aún ∫

Ω

E[X|C] dP =
∞∑
i=1

(
1

P(Ci)

∫
Ci

X dP
)∫

Ω

ICi dP

=

∫
Ω

X dP.

es decir, E[E[X|C]] = EX.
Más aún, si C ∈ C, entonces C es la unión numerable de una subfamilia de
la partición {Cn}n, C = ∪i∈ΛCi, luego∫

C

E[X|C] dP =
∑
i∈Λ

E[X|Ci]
∫
C

ICi(ω) dP

=
∑
i∈Λ

E[X|Ci]P(Ci)

por la observación 6.0.1 =
∑
i∈Λ

(
1

P(Ci)

∫
Ci

X dP
)
P(Ci)

=
∑
i∈Λ

∫
Ci

X dP =

∫
⋃
i∈Λ Ci

X dP

=

∫
C

X dP.
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Resumiendo todo lo anterior, tenemos que la v.a. E[X|C] satisface

(a) E[X|C] es C-medible.

(b)
∫
C
E[X|C] dP =

∫
C
X dP ∀C ∈ C.

El inciso (b) establece que el promedio ó valor esperado de la v.a. X sobre los
eventos C ∈ C se puede obtener como el valor esperado de la v.a. C-medible,
E[X|C] sobre los eventos C ∈ C, lo que es de suma importancia, puesto que
el comportamiento de X sobre C puede ser obtenido a través de una v.a.
“minimal” que contenga la mı́nima información requerida, es decir, que sea
C-medible.

Observación 6.0.2. Si Y es otra v.a. C-medible integrable tal que∫
C

Y dP =

∫
C

X dP ∀C ∈ C

entonces Y = E[X|C] c.p.1. (ó c.s.), aśı pues E[X|C] es única salvo un con-
junto de probabilidad cero.

En lo que sigue extenderemos este concepto a un marco general de tal
forma que tenga sentido E[X|C], donde C sea cualquier sub σ-álgebra de F.
Para ello necesitamos del teorema de Radon-Nikodym.

6.1. Teorema de Radon-Nikodym

En esta sección enunciaremos el teorema de Radon-Nikodym que estable-
ce condiciones bajo las cuales se puede tener la existencia de funciones de
densidad para medidas absolutamente continuas respecto a una medida de
probabilidad dada.

Extendemos el concepto de esperanza o promedio de una magnitud alea-
toria respecto a un conjunto de condiciones o magnitudes aleatorias, haciendo
uso del teorema de Radon-Nikodym, permitiendo formalizar y poner bajo un
marco teórico preciso el concepto de esperanza condicional.

Definición 6.1.1. Sean (Ω,F) un espacio medible, ν : F −→ R una función.
Decimos que ν es una medida signada finita sobre (Ω,F) si

(i) |ν(Ω)| < +∞,
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(ii) ν(∅) = 0,

(iii) ν es aditivamente numerable, es decir, si {An}n es una familia
numerable disjunta de conjuntos, elementos de la σ-álgebra de F, en-
tonces

ν

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

ν(An).

Ejemplo 6.1.2. Sean (Ω,F, µ) espacio medido, X : Ω −→ R una función
integrable respecto a µ. Definimos ν : F −→ R como

ν(F ) =

∫
F

X dµ =

∫
F

X+ dµ−
∫
F

X−dµ ∀F ∈ F.

Entonces ν es una medida signada finita.
En efecto, aplicando el teorema de Beppo-Levi para series de funciones

medibles positivas, a los integrandos X+ y X−, vemos que ν es aditivamente
numerable. También es claro que ν(∅) = 0. Aśı, ν es una medida signada
finita sobre (Ω,F).

Definición 6.1.3. Sea (Ω,F, µ) un espacio medido, ν una medida signada
finita sobre (Ω,F). Decimos que ν es absolutamente continua a la medida µ
y lo denotamos por

ν << µ,

si vale la implicación

A ∈ F , µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.

Ejemplo 6.1.4. En el ejemplo 6.1.2, la medida signada ν es absolutamente
continua respecto a µ. Aśı, la medida signada finita del ejemplo 6.1.2 es una
medida signada absolutamente continua respecto a µ.

Se tiene la siguiente caracterización de continuidad absoluta:

Proposición 6.1.5. Una condición necesaria y suficiente para que ν << µ
es que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada A ∈ F, con µ(A) < δ,
entonces ν(A) < ε.

La demostración de esta proposición la podemos encontrar, por ejemplo,
en [4]. De la proposición 6.1.5 y el ejemplo 6.1.2 se desprende el siguiente
corolario.
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Corolario 6.1.6. (Continuidad absoluta ó uniforme de la integral)
Si X es integrable respecto a µ, entonces para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

µ(A) < δ =⇒
∫
A

|X| dµ < ε.

Tenemos una especie de rećıproco al ejemplo 6.1.4 anterior en el siguiente
teorema conocido como el teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 6.1.7. (de Radon-Nikodym)
Sea (Ω,F, µ) un espacio de medida finita ó σ-finita, ν una medida signada
finita sobre (Ω, C), (donde C es una sub σ-álgebra de F) tal que ν << µ.
Entonces existe una v.a. g : Ω −→ R, C-medible, de esperanza finita tal que

ν(F ) =

∫
F

g dµ ∀F ∈ C.

La función g es única salvo igualdad µ-casi en todas partes, y se llama la
derivada de Radon-Nikodym de ν respecto a µ, denotándola por dν

dµ
.

Las demostración del teorema 6.1.7 se encuentra por ejemplo en [1, 4, 5, 15].

Gracias a este resultado, cobra sentido la definición dada en cursos prece-
dentes sobre variableas aleatorias absolutamente continuas, el cual volvemos
a recoger en la siguiente definición:

Definición 6.1.8. Sean (Ω,F,P) un espacio de probabilidad, una variable
aleatoria X : Ω −→ Rn se dice ser absolutamente continua si la distribución
de probabilidad µX es absolutamente continua respecto a la medida de Lebes-
gue de Rn, es decir, si existe fX : Rn −→ [0,+∞) función Borel-medible tal
que

∫
Rn fX(u1, · · · , un) du1 · · · dun = 1 y

µX(B) = P(X ∈ B) =

∫
B

fX(u1, · · · , un) du1 · · · dun ∀B ∈ B(Rn).

Notemos que la función de distribución asociada a X viene dada por

FX(x1, · · · , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
fX(u1, · · · , un) du1 · · · dun.

A fX se le llama función de densidad de X.
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6.2. Esperanzas condicionales

La definición de esperanza condicional puede ser desarrollada como sigue.

Sean (Ω,F,P) un espacio de probabilidad, C una sub-σ-álgebra de F, X ∈ L1

(no necesariamente C-medible). Definimos

ν(C) =

∫
C

X dP = E[XIC ] ∀C ∈ C. (6.2.1)

Claramente ν es una medida signada sobre (Ω,F) la cual es absolutamente
continua respecto a P. Por el teorema de Radon-Nikodym (ver teorema 6.1.7)
existe Y función C-medible tal que∫

C

Y dP =

∫
C

X dP ∀C ∈ C.

Dicha función es única salvo un conjunto de probabilidad cero. A Y la deno-
taremos por E[X|C] y es llamada la esperanza condicional de X bajo la sub
σ-álgebra C de tal forma que

ν(C) =

∫
C

E[X|C] dP ∀C ∈ C.

En resumen, la esperanza condicional de X dado C, E[X|C], es una va-
riable aleatoria C-medible y está únicamente determinada salvo un conjunto
de probabilidad cero, satisfaciendo∫

C

X dP =

∫
C

E[X|C] dP ∀C ∈ C.

En lo que sigue estableceremos otras propiedades importantes de espe-
ranza condicional.

Teorema 6.2.1. Sean X una v.a. sobre el espacio medido (Ω,F,P), C una
sub σ-álgebra de F. Las siguientes propiedades son válidas c.p.1. (o casi se-
guramente):

(a) Si C = {∅,Ω}, entonces E[X|C] = EX.

(b) Si X ≥ 0, entonces E[X|C] ≥ 0.
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(c) Si X es C-medible, entonces E[X|C] = X.

(d) Si X =constante= a, entonces E[X|C] = a.

(e) Si X, Y ∈ L1, entonces E[aX + bY |C] = aE[X|C] + bE[Y |C] a, b ∈ R.

(f) Si X ≤ Y , entonces E[X|C] ≤ E[Y |C].

(g) Sean X, Y,XY ∈ L1, X variable aleatoria C-medible, entonces

E[XY |C] = XE[Y |C].

En particular E[E[X|C]Y |C] = E[X|C]E[Y |C].

(h) Si H es independiente de las σ-álgebras σ(X) y C, entonces

E[X|σ(C,H)] = E[X|C].

En particular si X,H son independientes, entonces E[X|H] = EX.

(i) Sean C1 ⊂ C2 ⊂ F sub σ-álgebras de F, entonces
E[E[X|C2]|C1] = E[E[X|C1]|C2] = E[X|C1].

Dem.

(a) Sea h : Ω −→ R función constante tal que h(ω) = E[X] para cada
ω ∈ Ω. Veamos que h es C-medible; en efecto:

{ω ∈ Ω : h(ω) ≥ r} =

{
Ω , si E [X] ≥ r
∅ , si E [X] < r

∀r ∈ R, y {Ω, ∅} ⊂ C. Como h es C-medible, resta probar que∫
C

X dP =

∫
C

h dP ∀C ∈ C = {∅,Ω}.

En efecto , si C = Ω

E [X] =

∫
Ω

X dP =

∫
Ω

h dP = E [X]P(Ω) = E[X]

Si C = ∅ ∫
∅
X dP = 0 =

∫
∅
h dP
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Por lo tanto ∫
C

X dP =

∫
C

h dP para cada C ∈ C.

Aśı por unicidad de la esperanza condicional E[X|C] = E[X].

(b) Sea h = E[X|C], como X ≥ 0 entonces∫
C

h dP =

∫
C

X dP ≥ 0 ∀C ∈ C.

Queremos ver que h ≥ 0, en efecto, tomemos C1 = {ω ∈ Ω : h(ω) <
0} ∈ C. Entonces

0 ≤
∫
C1

h dP ≤ 0 =⇒
∫
C1

h dP = 0.

Note que
hIC1 = hI{ω∈Ω:h(ω)<0} = −h−

entonces ∫
C1

h dP =

∫
C1

−h− = 0.

Como h− ≥ 0, necesariamente se tiene que h− = 0 c. s. (c.p.1.), se sigue
que −h− = 0 c. s. y h = h+ − h− = h+ de aqúı que h ≥ 0.

(c) Este inciso se sigue de la unicidad casi seguramente de la esperanza
condicional.

(d) Note que
∫
C
a dP =

∫
C
X dP =

∫
C
E[X|C] dP y sabemos que la fun-

ción constante es una función C-medible, para toda C σ-álgebra; por
unicidad de la esperanza condicional, a = E[X|C].

(e) Note que∫
C

E[αX + βY |C] dP =

∫
C

(αX + βY ) dP

=

∫
C

αX dP +

∫
C

βY dP

= α

∫
C

E[X|C] dP + β

∫
C

E[Y |C] dP

=

∫
C

(αE[X|C] + βE[Y |C]) dP.
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La funciones αE[X|C] +βE[Y |C] y E[αX +βY |C] son C-medibles y por
unicidad de la esperanza condicional

E[αX + βY |C] = αE[X|C] + βE[Y |C] c.s. ó c.p.1.

(f) Definamos f := Y−X, f ≥ 0. Usando (b) y (e) se sigue inmediatamente
el resultado.

(g) Sea ν(C) =
∫
C
Y dP =

∫
C
E[Y |C] dP ∀C ∈ C. Siendo X C-medible,

por un teorema de cambio de variable, aśı como la definición de espe-
ranza condicional, tenemos∫
C

E[XY |C] dP =

∫
C

XY dP =

∫
C

X dν =

∫
C

XE[Y |C] dP ∀C ∈ C.

Por serX,E[X|C] funciones C-medibles, se tiene que E[XY |C] = XE[Y |C]
con probabilidad uno.

(h) Supongamos primero que X ≥ 0 y E[X] < +∞.
Notemos que σ(C,H) es generada por el π-sistema formado por los
conjuntos de la forma C ∩ H, C ∈ C, H ∈ H. Por inciso (b) arriba
E[X|σ(C,H)] ≥ 0 y E[X|C] ≥ 0. Definamos las medidas finitas positivas

µ(D) :=

∫
D

E[X|σ(C,H)] dP

ν(D) :=

∫
D

E[X|C] dP ∀D ∈ σ(C,H)

claramente

µ(Ω) = ν(Ω) =

∫
Ω

X dP = E[X].

Por independencia de H respecto a σ(X) y C, tenemos que para cada
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C ∈ C, H ∈ H

µ(C ∩H) =

∫
C∩H

E[X|σ(C,H)] dP

=

∫
C∩H

X dP =

(∫
C

X dP
)(∫

H

dP
)

=

(∫
C

E[X|C] dP
)∫

H

dP

=

∫
C∩H

E[X|C] dP = ν(C ∩H).

Como consecuencia del lema de las clases de Dynkin (ver, por ejemplo,
[4, Sección 1.6], se sigue que∫

D

E[X|σ(C,H)] dP =

∫
D

E[X|C] dP ∀D ∈ σ(C,H).

De esta igualdad y del hecho de que E[X|C] es C-medible y
C ⊂ σ(H, C) luego E[X|C] es σ(C,H)-medible, por univocidad de la
esperanza condicional se sigue

E[X|σ(C,H)] = E[X|C].

Para el caso general de X una v.a. arbitraria tal que E[X] < +∞ basta
poner X = X+ − X−, considerar el inciso (e) precedente, y lo hecho
para el caso de v.a. positivas:

E[X|σ(C,H)] = E[X+ −X−|σ(C,H)]

= E[X+|σ(C,H)]− E[X−|σ(C,H)]

= E[X+|C]− E[X−|C]
= E[X|C].
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(i) Sea Y = E[X|C2] y C1 ∈ C1. Note que∫
C1

E[Y |C1] dP =

∫
C1

Y dP

=

∫
C1

E[X|C2] dP

=

∫
C1

X dP (ya que C1 ∈ C2)

=

∫
C1

E[X|C1] dP.

Por unicidad de esperanza condicional, dado que E[Y |C1],E[X|C1] son
C1-medibles, entonces E[E[X|C2]|C1] = E[X|C1].
La igualdad E[E[X|C1]|C2] = E[X|C1] se sigue del inciso (c), pues E[X|C1]
es C2 medible ya que C1 ⊂ C2.

Las demostraciones que hemos hecho son estándares, y podemos encontrarlas
por ejemplo en [1, 5, 16].

Observación 6.2.2. Sean X ∈ L1(Ω,F, P ), C una sub σ-álgebra de F. Si
E[X|C] ≤ E[X] c.p.1., entonces E[X|C] = E[X] c.p.1.
En efecto:
Sea Y = E[X]− E[X|C] ≥ 0 c.s., notemos que∫

Ω

Y dP =

∫
Ω

E[X] dP−
∫

Ω

E[X|C] dP

= E[X]P(Ω)−
∫

Ω

X dP

= 0 c.s.

Siendo Y ≥ 0 c.p.1., se sigue sin más que Y = 0 c.s., es decir, E[X|C] = E[X]
c.p.1.

A continuación veremos un teorema que será útil para variables aleatorias
discretas.

Teorema 6.2.3. Sean C una sub σ-álgebra de F generada por eventos dis-
juntos {B1, B2, ..}, donde P(Bn) > 0 para cada n ∈ N, tal que Ω = ∪∞n=1Bn,

entonces para cada n y para cada ω ∈ Bn, E[X|C](ω) =
E[XIBn ]

P(Bn)
.
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Dem. Sea W =
∞∑
j=1

E[XIBi ]

P(Bi)
IBi . Sea C ∈ C arbitrario, entonces existe

una subsucesión de ı́ndices {nj} tal que C =
⋃
j Bnj . De aqúı∫

C

W dP =
∑
j

∫
Bnj

W dP =
∑
j

∫
IBnjW dP

=
∑
j

E[XIBnj ] = E[XIC ] =

∫
C

X dP.

Puesto que W es C-medible entonces W = E[X|C] c.p.1.

Como una aplicación inmediata de la esperanza condicional, podemos
extender la noción de probabilidad condicional respecto a un evento, a la
probabilidad condicional respecto a una σ-álgebra como sigue:

Definición 6.2.4. Sean C ⊂ F una sub σ-álgebra de F, A un evento, elemen-
to de F. Definimos la probabilidad condicional de A respecto a la σ-álgebra
C, P(A|C), como sigue

P(A|C) := E[IA|C].

Como la esperanza condicional es una función C-medible, entonces la pro-
babilidad condicional es una función C-medible.

En particular, si C es numerablemente generada por una familia {An}n
de eventos disjuntos a pares tal que P(An) > 0 para cada n, tenemos que

P(A|C)(ω) =
∞∑
n=1

P(A ∩ An)

P(An)
IAn(ω).

Notemos que estamos extendiendo la noción de probabilidad condicional
dada en (6.0.1) a través de una variable aleatoria C-medible.
En seguida mencionaremos algunas propiedades de la probabilidad condicio-
nal, cuyas demostraciones se encuentran en las referencias ya citadas [1, 5, 16].

Propiedades de la probabilidad condicional
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(a) P(A|C) ≥ 0 para todo A ∈ F.

(b) P(Ω|C) = 1, P(∅|C) = 0.

(c) Sean A1, A2, ... eventos disjuntos en F, entonces

P(
⋃
n

An|C) =
∑
n

P(An|C).

6.2.1. Formas condicionales de los teoremas de la con-
vergencia monótona, convergencia dominada y
lema de Fatou

En esta parte se establecerán las versiones análogas del teorema de la
convergencia monótona, lema de Fatou, teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue para esperanzas condicionales; herramientas que son necesarias
para la teoŕıa que se estudiará en el siguiente caṕıtulo. Usaremos los siguientes
textos como referencia, de los autores: Ash [1], Dudley [5] y Tucker [16].

Teorema 6.2.5. (Forma condicional del teorema de la convergencia
monótona.) Sea {Xn}n una sucesión creciente de variables aleatorias posi-
tivas tal que Xn

c.s.−−−→
n→∞

X, con X,Xn ∈ L1 para cada n. Entonces para

cualquier C sub σ-álgebra de F

E[Xn|C]
c.s.−−−→
n→∞

E[X|C].

Dem. Como 0 ≤ Xn ≤ Xn+1 ≤ X para cada n ∈ N, y X con esperanza
finita, entonces Xn tiene esperanza finita para cada n ∈ N. Por el inciso (f)
del teorema 6.2.1, tenemos

0 ≤ E[Xn|C] ≤ E[Xn+1|C] ≤ E[X|C] ∀n c. s.

entonces ĺımn→∞ E[Xn|C] existe c.s. y además es C-medible. Resta demostrar
que para cada C ∈ C∫

C

( ĺım
n→∞

E[Xn|C]) dP =

∫
C

E[X|C] dP.
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Sea Y = ĺımn→∞ E[Xn|C] y Yn = E[Xn|C], por el teorema de la convergencia
monótona de Beppo-Levi∫

C

Y dP = ĺım
n→∞

∫
C

Yn dP = ĺım
n→∞

∫
C

E[Xn|C] dP

= ĺım
n→∞

∫
C

Xn dP (por definición)

=

∫
C

X dP (Teorema de Beppo-Levi)

=

∫
C

E[X|C] dP

Por unicidad de la esperanza condicional se sigue que ĺımn→∞ E[Xn|C] =
E[X|C].

Teorema 6.2.6. (Forma condicional del lema de Fatou.)
Sea {Xn}n una sucesión de variables aleatorias positivas en L1. Si C es una
sub σ-álgebra de F, tal que E(ĺım inf

n→∞
Xn) < +∞, entonces

E[ĺım inf
n→∞

Xn|C] ≤ ĺım inf
n→∞

E[Xn|C] c.p.1.

Dem. Sea Zn = ı́nfk≥nXk. Aśı Zn es una sucesión creciente de variables
aleatorias positivas, tales que

ĺım inf
n

Xn = ĺım
n
Zn c.p.1.

Por el Teorema anterior (teorema 6.2.5) se tiene

E[Zn|C]
c.s.−−−→
n→∞

E[ĺım inf
n

Xn|C]. (6.2.2)

Por otro lado, note que Zn ≤ Xk para cada k ≥ n. Por el inciso (f) del
teorema 6.2.1

E[Zn|C] ≤ E[Xk|C].

Luego
E[Zn|C] ≤ ı́nf

k≥n
E[Xk|C]. (6.2.3)

De las relaciones (6.2.2) y (6.2.3) se sigue lo que se quiere demostrar.
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Teorema 6.2.7. (Forma condicional del teorema de la convergen-
cia dominada de Lebesgue.) Sean Y, {Xn}n una sucesión de variables
aleatorias, satisfaciendo |Xn| ≤ Y c.p.1. para cada n, con Y,Xn ∈ L1 pa-
ra cada n. Supongamos además que Xn

c.s.−−−→
n→∞

X. Luego si C es una sub

σ-álgebra de F, entonces

E[Xn|C]
c.s.−−−→
n→∞

E[X|C].

Dem. Supongamos que las hipótesis anteriores se cumplen para toda
ω ∈ Ω, y también que Y ≥ 0. Entonces {Y + Xn}n es una sucesión de
funciones medibles positivas tal que

ĺım
n→∞

(Y +Xn) = Y +X.

Entonces por el teorema anterior (teorema 6.2.6)

E[ĺım inf
n→∞

(Y +Xn)|C] ≤ ĺım inf
n→∞

E[Y +Xn|C] c. s.

De aqúı se sigue que

E[X|C] = E[ĺım inf
n→∞

Xn|C] ≤ ĺım inf
n→∞

E[Xn|C] c. s. (6.2.4)

De manera similar para la sucesión {Y −Xn}n se demuestra que

E[ĺım inf
n→∞

(Y −Xn)|C] ≤ ĺım inf
n→∞

E[Y −Xn|C] c. s.

lo que implica que

E[X|C] = E[ĺım sup
n→∞

Xn|C] ≥ ĺım sup
n→∞

E[Xn|C] c. s. (6.2.5)

De las relaciones (6.2.4) y (6.2.5) se tiene el resultado.

6.2.2. Forma condicional de la desigualdad de Jensen

En este apartado, daremos un breve repaso sobre las funciones convexas,
para después dar lugar a la desigualdad de Jensen para esperanzas condicio-
nales.
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x

y

y = g(x)

g(x1)

g(x2)

x1 x2

λg(x1) + (1− λ)x2

λx1 + (1− λ)x2

Figura 6.1: Representación geométrica de una función convexa.

Definición 6.2.8. Sea I un intervalo y g : I → R una función. Se dice que
g es una función convexa si para cada x, y ∈ I, λ ∈ (0, 1) se satisface la
desigualdad

g(λx+ (1− λ)y) ≤ λg(x) + (1− λ)g(y).

Enunciamos algunas propiedades de las funciones convexas, estudiadas
en los cursos de cálculo y análisis. Un estudio sistemático de las funciones
convexas se tiene en el texto de Royden [15].

Propiedades de las funciones Convexas

Una función g es cóncava si satisface la desigualdad contraria de la
definición; es decir, si g es convexa entonces −g es cóncava.

Toda combinación lineal con coeficientes positivos de funciones conve-
xas es una función convexa.

Toda función convexa es continua.

Toda función convexa g : (a, b) −→ R es monótona sobre R, ó bien
existe un x0 ∈ (a, b) tal que g es decreciente sobre (a, x0] y creciente
sobre [x0, b).

Si g : (a, b) −→ R es una función convexa, entonces para cada x0 ∈
(a, b) existe una recta y = m(x − x0) + g(x0) que siempre está por
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debajo de la gráfica de g; es decir,

m(x− x0) + g(x0) ≤ g(x) ∀x ∈ (a, b).

Dicha recta la llamaremos recta de soporte en el punto x0 y siempre
estará por debajo de la gráfica de g.

Teorema 6.2.9. (Forma condicional de la desigualdad de Jensen)
Sea g : R → R una función convexa, y sea X una variable aleatoria tal que
X, g(X) ∈ L1. Si C es una sub σ-álgebra de F, entonces

g(E[X|C]) ≤ E[g(X)|C] c.s.

La demostración de este teorema podemos encontrarla por ejemplo en [5, 15,
16]. Sin embargo haremos un bosquejo de dicha prueba.

Dem. Considere la recta de soporte en el punto x0 que debe estar por
debajo de la gráfica de g de tal forma que:

g(x0) +m(x− x0) ≤ g(x) ∀x ∈ R (6.2.6)

donde m es la pendiente de dicha recta de soporte que pasa por el punto
(x0, g(x0)).

Consideremos particularmente x0 := E[X|C] y x = X, sustituyendo en
(6.2.6) obtenemos

g (E[X|C]) +m(X − E[X|C]) ≤ g(X). (6.2.7)

Tomando la esperanza condicional respecto a C de ambos lados de la des-
igualdad (6.2.7), para el lado izquierdo se tiene

g (E[X|C]) +mE[(X − E[X|C]) |C] = g (E[X|C]) (6.2.8)

ya que E[(X − E[X|C])|C] = 0. Por otro lado al calcular la esperanza condi-
cional del lado derecho de la desigualdad (6.2.7) se tiene E[g(X)|C] y por lo
tanto de las ecuaciones (6.2.7) y (6.2.8) se tiene que

g (E[X|C]) ≤ E[g(X)|C].
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Consecuencia:
∣∣E[X|C]

∣∣ ≤ E
[
|X|
∣∣C].

Notación: Sean X, Y variables aleatorias, X con esperanza finita. Denota-
mos E[X|Y ] a la esperanza condicional E[X|σ(Y )]. En general, si Y1,Y2,...,Yn
son variables aleatorias, E[X|Y1, · · · , Yn] denotará a E[X|σ(Y1, · · · , Yn)]. Si
{Yα}α∈Λ es una familia de variables aleatorias, E[X|{Yα}α∈Λ] denotará a
E[X|σ({Yα}α∈Λ)].

Concluimos este apartado considerando un caso particular para la existencia
de densidades condicionales.

Sean X ∈ L1, Y una variable aleatoria. Para cada B ∈ B(R), definamos a ϕ
por

ϕ(B) =

∫
[Y ∈B]

X dP (6.2.9)

Es claro que ϕ es una medida signada finita boreliana. Consideremos la me-
dida de distribución de Y , µY , es decir,

µY (B) = P[Y ∈ B] para cada B ∈ B(R).

Claramente ϕ es una medida absolutamente continua respecto a µY por lo que
podemos aplicar el Teorema de Radon-Nikodym (teorema 6.1.7). Definimos
E[X|Y = y] como la función Borel medible que está únicamente determinada
excepto sobre un conjunto A con µY (A) = 0 por

ϕ(B) =

∫
B

E[X|Y = y] dµY (y). (6.2.10)

Notemos que E[X|Y = y] es la derivada de Radon-Nikodym de ϕ con res-
pecto a µY , es decir,

E[X|Y = y] =
dϕ

dµY
(y).

A E[X|Y = y] se llamará la densidad condicional de X dada la condición
Y = y.

Ahora mostraremos la conección entre esta definición de esperanza condicio-
nal y la precedente.
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Teorema 6.2.10. Sea X ∈ L1 y sea Y una variable aleatoria. Si g es la
función definida en (6.2.10), es decir, g(y) = E[X|Y = y], entonces g(Y ) =
E[X|Y ] c.p.1.

Dem. Como g es una función Borel medible y además tenemos que g,
E[X|Y ] son σ(Y )-medibles. Necesitamos demostrar∫

C

g(Y ) dP =

∫
C

E[X|Y ] dP ∀C ∈ σ(Y ).

De la definición de E[X|Y ], únicamente necesitamos demostrar que∫
C

g(Y ) dP =

∫
C

X dP ∀C ∈ σ(Y ).

Para cada C ∈ σ(Y ) existe un B ∈ B(R) tal que

C = [Y ∈ B].

Entonces por (6.2.9) y (6.2.10)∫
C

g(Y ) dP =

∫
[Y ∈B]

g(Y ) dP

=

∫
B

g(y) dµY (y)

=

∫
C

X dP.

Por lo tanto g(Y ) = E[X|Y ] c.p.1.

De manera semejante podemos generalizar el resultado anterior establecien-
do:

Teorema 6.2.11. Sean (Ω,F,P) un espacio de probabilidad,

Y1, Y2, ..., Yn, X : Ω −→ R

variables aleatorias. Supongamos que E|X| < +∞, entonces existe

g : Rn −→ R
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una función Borel-medible tal que

E[X|Y1, ..., Yn] = g(Y1, .., Yn).

Dicha g es única µY -casi seguramente, donde Y es el vector aleatorio definido
como Y = (Y1, · · · , Yn), µY = P ◦ Y −1.
Dicha g se denotará por g(y1, .., yn) = E[X|Y1 = y1, ..., Yn = yn].

Dem. Recuerde que σ(Y ) = Y −1(B(Rn)). Sea B ∈ B(Rn) y sea

ν(B) :=

∫
Y −1(B)

X dP para cada B ∈ B(Rn)

ν es medida signada sobre B(Rn) y es finita pues E[|X|] < ∞, veamos que
ν << µY , en efecto, sea B0 ∈ B(Rn) tal que µY (B0) = 0 lo que implica que

0 = µY (B0) = P(Y −1(B0))

=⇒ Y −1(B0) es P despreciable

=⇒ ν(B0) = 0

por lo tanto, ν << µY ; por el teorema de Radon Nikodym (teorema 6.1.7)
existe una única g : Rn −→ R tal que

ν(B) =

∫
B

g(y1, .., yn) µY d(y1, .., yn)

=

∫
g(y1, .., yn)IB(y1, .., yn) dP ◦ Y −1

=

∫
g(Y )IB(Y ) dP

=

∫
g(Y )IY −1(B) dP

=

∫
Y −1(B)

g(Y ) dP

por lo tanto
∫
Y −1(B)

X dP =
∫
Y −1(B)

g(Y ) dP. De aqúı se sigue que∫
Y −1(B)

E[X|Y1, ..., Yn] dP =

∫
Y −1(B)

g(Y ) dP
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es decir, ∫
C

E[X|Y1, ..., Yn] dP =

∫
C

g(Y ) dP para cada C ∈ σ(Y ).

Como E[X|Y1, ..., Yn], g(Y ) son σ(Y )-medibles, entonces

E[X|Y1, ..., Yn] = g(Y ) = g(Y1, ..., Yn).

Ejemplo 6.2.12. Sean X, Y : Ω −→ R variables aleatorias, X función inte-
grable, (X, Y ) : Ω −→ R2 absolutamente continua, con funciones de densidad
fY , fX,Y respectivamente. Mediante un cálculo elemental usando la relación
(6.2.10) obtenemos que

E[X|Y = y] =

∫ +∞
−∞ xfX,Y (x, y) dx

fY (y)

para aquellas y ∈ R tal que fY (y) > 0.
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6.3. Ejercicios

1. Sea X ∈ L1(Ω,F,P) v.a. integrable, y sea B una sub-sigma álgebra de
F. Definamos

ϕ(B) :=

∫
B

X dP, para todo B ∈ B.

Pruebe que ϕ es una medida signada finita sobre (Ω,B,P), la cual es
absolutamente continua con respecto a la restricción de P sobre (Ω,B).

2. Sean X, Y ∈ L1(Ω,B,P). Pruebe que X = Y c.s. si y sólo si∫
B

X dP =

∫
B

Y dP, para todo B ∈ B.

3. Pruebe que toda función convexa es continua.

4. Pruebe que si g : R → R es una función convexa, entonces ó bien g
es monótona, ó existe un punto x0 ∈ R tal que g es decreciente en el
intervalo (−∞, x0], y creciente en el intervalo [x0,∞).

5. Sea (Ω,A,P) el espacio de probabilidad del intervalo unitario, y sea B
la sub-sigma álgebra generada por los intervalos {[0, 1

4
], (1

4
, 2

3
], (2

3
, 1]}, y

sea X(ω) = ω2 para todo ω ∈ Ω = [0, 1]. Demuestre que E[X|B] se
puede expresar como

E[X|B] = a1I[0, 1
4

] + a2I( 1
4
, 2
3

] + a3I( 2
3
,1].

Calcule las constantes a1, a2, a3.

6. Si Y es una v.a. discreta tal que P(Y = yn) > 0 para cada n = 1, 2, · · · ,
y
∑∞

n=1 P(Y = yn) = 1. Dado X ∈ L1(Ω,F,P), definamos ϕ : R → R
como

ϕ(y) =


∫

Ω
X dP(·|[Y = yn]) si y = yn;

0 si y /∈ {yn}.

Pruebe que ϕ(y) = E[X|Y = y] µY -c.s.

7. Pruebe las afirmaciones hechas en el ejemplo 6.2.12.
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[5] Dudley, R. M., Real Analysis and Probability, Cambridge University
Press, segunda edición, 2011.

[6] Durrett, R., Probability. Theory and examples, Cambridge University
Press; cuarta edición, 2010.

[7] Ethier, S., Kurtz, T., Markov Processes: Characterization and Con-
vergence, Wiley-Interscience; 2nd edition, 2005.
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